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 Penelitian ini bertujuan untuk menjelaskan implementasi Inferensi 

Fuzzy Tsukamoto dalam mendukung keputusan pemilihan bahan baku 

produksi Batik Wecono Asri Kediri serta menjelaskan implementasi 

Program Evaluation and Review Technique (PERT) dalam 

memprediksi durasi produksi batik. Penelitian ini menggunakan 

pendekatan kuantitatif deskriptif dengan studi kasus pada CV. Wecono 

Asri Kediri. Teknik pengumpulan data dilakukan melalui wawancara 

dan studi pustaka, sedangkan analisis data menggunakan tahapan 

dalam Inferensi Fuzzy Tsukamoto dan PERT. Hasil penelitian 

menunjukkan bahwa penerapan Inferensi Fuzzy Tsukamoto dapat 

memberikan penilaian pada kandidat kain, canting, dan pewarna yang 

akan digunakan oleh produsen ke dalam tiga kategori, yaitu sangat 

direkomendasikan, direkomendasikan, dan kurang direkomendasikan. 

Implementasi PERT menunjukkan bahwa produksi batik dapat 

diselesaikan dalam waktu 80,83 jam. 
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1. PENDAHULUAN  

Dewasa ini, sektor barang dan jasa mengalami peningkatan yang signifikan. Industri, terutama di skala 

kecil dan menengah, berlomba-lomba meningkatkan keunggulannya, untuk menghadapi persaingan yang kian 

ketat [1]. Dalam konteks ini, penting bagi pelaku usaha untuk terus berkompetisi dalam menarik pelanggan 

melalui peningkatan kualitas pelayanan dan reputasi. Hal ini bertujuan agar perusahaan dapat memenuhi 

kebutuhan pelanggan serta membangun citra yang positif di mata masyarakat. 

Dalam produksi barang, kepuasan pelanggan menjadi fokus utama. Kepuasan pelanggan adalah 

perasaan yang muncul dari perbandingan antara kinerja produk atau layanan dengan harapan pelanggan [2]. 

Menurut Hutasuhut faktor penting yang mempengaruhi kepuasan pelanggan adalah kualitas produk dan 

ketepatan waktu pelayanan [3]. Kotler & Keller menyatakan bahwa kualitas produk adalah kemampuan produk 

tersebut dalam memenuhi kebutuhan konsumen [2]. Sedangkan ketepatan waktu pelayanan mencakup jangka 

waktu dari pemesanan hingga penerimaan barang oleh konsumen [4]. 

Pemilihan bahan baku yang tepat sangat penting untuk menjaga kualitas produk, karena pemilihan ini 

memerlukan standar kriteria sesuai kebutuhan perusahaan, seperti harga, kualitas, jumlah, ketepatan 

pengiriman, dan tanggapan pelanggan [5]. Kesalahan dalam memilih bahan baku dapat memengaruhi produksi 

dari segi kuantitas dan kualitas, sehingga pemilihan bahan baku yang tepat menjadi kunci untuk mencapai 

keunggulan kompetitif. Salah satu solusi untuk mengatasi masalah ini adalah dengan menggunakan Sistem 
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Pendukung Keputusan (SPK) berbasis Logika Fuzzy, yang mampu merepresentasikan cara berpikir manusia 

secara kompleks dalam menentukan bahan baku sesuai kriteria perusahaan [5]. 

Inferensi Fuzzy Tsukamoto merupakan sistem pendukung keputusan yang efektif dalam pemilihan 

bahan baku, karena mampu menangani ketidakpastian dan subjektivitas dengan memberikan fleksibilitas lebih 

dalam proses pengambilan keputusan, tidak terbatas pada kategori tertentu, tetapi mencakup nilai yang lebih 

luas [6]. Sistem ini menghasilkan aturan berdasarkan perhitungan nilai normal yang ditetapkan pada setiap 

variabel, menjadikannya solusi alternatif tanpa memerlukan tambahan fasilitas. Fuzzy Tsukamoto telah 

diterapkan di berbagai bidang, seperti pemilihan aktivitas karyawan [7], pemilihan supplier bahan baku [6], 

perdagangan [8], produksi alat tulis [9], prediksi keputusan pembelian laptop [10], penentuan pemasok bahan 

baku [11], dan produksi seragam [12]. 

Untuk menjaga kepuasan pelanggan dan memenuhi tenggat waktu pesanan, produsen perlu 

memberikan kepastian melalui metode perencanaan yang efektif, seperti Program Evaluation and Review 

Technique (PERT). PERT dirancang untuk mengatasi ketidakpastian waktu dalam proses produksi, sehingga 

membantu produsen dalam merencanakan, mengendalikan, dan memprediksi waktu penyelesaian yang lebih 

baik [13]. Dengan mempertimbangkan tiga estimasi waktu (optimistik, realistis, dan pesimistis), metode ini 

dapat meningkatkan manajemen waktu pesanan [14]. PERT telah diterapkan dalam berbagai sektor untuk 

optimasi waktu, seperti pada pembangunan masjid [15], produksi wine rack [14], penyelesaian pesanan khusus 

[16], dan proses produksi kain [17]. 

Penelitian ini dimaksudkan untuk menjelaskan implementasi metode inferensi Fuzzy Tsukamoto dan 

PERT dalam produksi batik dengan studi kasus di CV. Wecono Asri Kediri. Melalui penerapan kedua metode 

ini, diharapkan perusahaan dapat meningkatkan kepuasan pelanggan dengan pemilihan bahan baku yang lebih 

tepat serta penentuan durasi produksi yang lebih optimal. Kombinasi Fuzzy Tsukamoto dan PERT diharapkan 

dapat membantu perusahaan mengelola ketidakpastian waktu produksi, sehingga dapat memenuhi permintaan 

konsumen dengan lebih efektif dan efisien. 

2. METODE PENELITIAN  

Penelitian kuantitatif deskriptif ini memungkinkan peneliti untuk mengukur durasi produksi dan 

pemilihan bahan baku batik di CV. Wecono Asri Kediri berdasarkan data empiris dan kuantitatif. Variabel 

input dalam penelitian ini meliputi jenis, harga, dan kualitas bahan baku, serta durasi setiap tahapan produksi 

batik. Sementara itu, variabel outputnya berupa rekomendasi pembelian bahan baku (sangat direkomendasikan, 

direkomendasikan, atau kurang direkomendasikan) dan prediksi durasi penyelesaian produksi batik. Data 

dikumpulkan melalui wawancara dengan pemilik dan karyawan CV. Wecono Asri Kediri untuk memperoleh 

informasi mengenai aspek utama pemilihan bahan baku dan tahapan produksi. Sedangkan studi pustaka 

dilakukan untuk mendapatkan data mengenai kualitas dan harga bahan baku berdasarkan preferensi pasar. 

Penelitian ini berfokus pada tiga jenis bahan baku utama dalam produksi batik, yaitu kain, canting, 

dan pewarna. Kualitas bahan baku dievaluasi berdasarkan rating yang diberikan oleh konsumen di platform e-

commerce Shopee, begitu juga dengan harganya. Data dikumpulkan menggunakan instrumen berupa pedoman 

wawancara serta matriks data untuk mencatat hasil wawancara dan studi pustaka secara sistematis.Teknik 

analisis data dilakukan dengan mengimplementasikan Fuzzy Tsukamoto untuk memilih bahan baku dan PERT 

untuk memprediksi durasi produksi batik. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1.  Deskripsi Data 

Berdasarkan hasil wawancara dengan pemilik dan karyawan CV. Wecono Asri Kediri pada tanggal 5 

Januari 2024 serta studi pustaka melalui platform e-commerce Shopee pada tanggal 31 Januari 2024, diperoleh 

data pada Tabel 1, Tabel 2, Tabel 3, dan Tabel 4 sebagai berikut: 

Tabel 1. Variabel Input untuk Bahan Baku Kain 
No. Kode Kain Jenis Kain Rating Harga 

1 K1 Prima Lampion Sanforized 4,9 Rp 18.500 

2 K2 Prima Sanforized 4,9 Rp 23.500 

3 K3 Prima Sanforized 3,5 Rp 10.500 

4 K4 Prima Sanforized 3,2 Rp 24.500 

5 K5 Rayon Banci 4,9 Rp 19.500 

6 K6 Rayon Paris 2 Rp 43.000 

7 K7 Rayon Banci Uniqlo 3,8 Rp 20.500 

8 K8 Rayon Paris 3,4 Rp 18.000 
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No. Kode Kain Jenis Kain Rating Harga 

9 K9 Rayon Paris 5 Rp 39.500 

10 K10 Sutra Origandi Kaca 2,2 Rp 77.000 

11 K11 Sutra Cutton Silk 4,8 Rp 53.000 

12 K12 Sutra Cutton Silk 3 Rp 71.500 

13 K13 Dobby Putih 5 Rp 26.000 

14 K14 Dobby Putih PS 4,8 Rp 20.000 

Tabel 2. Variabel Input untuk Bahan Baku Canting 
No. Kode Canting Jenis Canting Rating Harga 

1 C1 Canting Cucuk 1 No 1,2,3,4,5 4,8 Rp 5.500 

2 C2 Canting Cucuk 1 No 1,2,3,4,5 4,8 Rp 6.000 

3 C3 Canting Cucuk 1 No 1,2,3,4,5 2 Rp 8.500 

4 C4 Canting Cucuk 1 No 1,2,3,4,5 4,9 Rp 6.000 

5 C5 Canting Cucuk 1 No 1,2,3,4,5 3,5 Rp 12.500 

6 C6 Canting Cucuk 1 No 1,2,3,4,5 2,7 Rp 4.000 

Tabel 3. Variabel Input untuk Bahan Baku Pewarna 
No. Kode Pewarna Jenis Pewarna Rating Harga 

1 P1 Golden Yellow RNL 4,9 Rp29.500 

2 P2 Golden Yellow RNL 4,8 Rp57.000 

3 P3 Orange 3R 3,5 Rp36.000 

4 P4 Orange 3R 5 Rp81.000 

5 P5 Orange 3R 2,2 Rp18.500 

6 P6 Blue KNR Full 5 Rp57.000 

7 P7 Blue KNR Full 5 Rp40.000 

8 P8 Blue KNR Full 2,6 Rp75.000 

9 P9 Brown GR 4,9 Rp30.000 

10 P10 Brown GR 2 Rp40.000 

11 P11 Brown GR 4,6 Rp20.000 

Tabel 4. Variabel Input Berupa Tahapan Produksi Batik Beserta Durasinya 

No. Aktivitas Kode Aktivitas Aktivitas Pendahulu 
Durasi (Jam) 

𝑎 𝑚 𝑏 

1. Pengumpulan inspirasi atau ide desain A - 2 4 6 

2. Pembelian kain, canting, malam, dan warna berkualitas B - 2 5 8 

3. Mourdating (proses perebusan kain dengan larutan tawas) C B 2 4 6 

4. Penyusunan sketsa awal desain D A, W 2 3 4 

5. Pembuatan pola E D 8 12 18 

6. Pengecapan pola F C 6 10 14 

7. Pencantingan G F 4 8 12 

8. Persiapan warna yang sesuai dengan desain H - 2 3 4 

9. Pengujian warna pada kain sampel I H 2 4 6 

10. Pemberian warna pertama J I 4 8 10 

11. Pemberian warna tambahan K J 72 48 24 

12. Fiksasi / Penguncian Warna L J, K 48 24 18 

13. Persiapan bahan untuk perebusan malam (pelorotan) M B 1 2 3 

14. Pelorotan N M 4 8 10 

15. Perebusan Kain O N 1 2 3 

16. Pembilasan P O 2 4 6 

17. Pengeringan Q O, P 3 6 9 

18. Pengecekan kualitas kain R Q 1 2 3 

19. Persiapan alat untuk mengukur S - 1 2 3 

20. Pengukuran  T S 3 5 7 

21. Persiapan alat dan bahan untuk menjahit U S, T 3 6 9 

22. Penjahitan V U 4 8 10 

23. Penyusunan desain kemasan yang menarik W A 3 4 5 

24. Persiapan logistik untuk distribusi X - 2 4 6 

25. Pengemasan Y X 2 3 5 

dengan 𝑎 = waktu tercepat, 𝑚 = waktu normal, dan 𝑏 = waktu terlama. 

3.2.  Implementasi Inferensi Fuzzy Tsukamoto 

3.2.1. Proses Fuzzyfikasi 

Pertama, peneliti mengidentifikasi jenis variabel, menentukan himpunan fuzzy beserta domainnya, 

kemudian menyatakan hasilnya dalam Tabel 5 sebagai berikut: 
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Tabel 5. Jenis Variabel, Himpunan Fuzzy, dan Domainnya 
 Jenis Variabel Himpunan Fuzzy Domain 

Input 

Kain 

Kualitas 

KURANG BAGUS 1 − 2,33 

SEDANG 1,66 − 4,33 

BAGUS 3,66 − 5 

Harga 

MURAH ≤ 32.667 

SEDANG 21.831 − 65.926 

MAHAL ≥ 54.834 

Canting 

Kualitas 

KURANG BAGUS 1 − 2,33 

SEDANG 1,66 − 4,33 

BAGUS 3,66 − 5 

Harga 

MURAH ≤ 6.833 

SEDANG 5.416 − 11.083 

MAHAL ≥ 9.666 

Pewarna 

Kualitas 

KURANG BAGUS 1 − 2,33 

SEDANG 1,66 − 4,33 

BAGUS 3,66 − 5 

Harga 

MURAH ≤ 39.333 

SEDANG 28.917 − 70.582 

MAHAL ≥ 60.166 

Output 
Rekomendasi Pembelian Bahan 

Baku 

KURANG DIREKOMENDASIKAN 2 − 3,33 

DIREKOMENDASIKAN 3,33 − 4,66 

SANGAT DIREKOMENDASIKAN 4,66 − 6 

Kedua, peneliti menyusun grafik dan fungsi keanggotaan untuk setiap variabel input dan variabel 

output. Hasil dari tahapan ini direpresentasikan melalui Gambar 1-7 sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Kualitas Kain 

𝜇𝐾𝐾𝐾𝐵(𝑎) =  {

0, 𝑎 ≥ 2,33
2,33 − 𝑎

2,33 − 1
, 1 ≤ 𝑎 ≤ 2,33

1, 𝑎 = 1

 

𝜇𝐾𝐾𝑆 (𝑎) =  

{
 
 

 
 

0, 𝑎 < 1,66 ; 𝑎 ≥ 4,33
𝑎 − 1, ,66

2,99 − 1,66
, 1,66 < 𝑎 < 2,99

 
4,33 − 𝑎

4,33 − 2,99
, 2,99 < 𝑎 ≤ 4,33

 

𝜇𝐾𝐾𝐵 (𝑎) =  {

0, 𝑎 < 3,66
𝑎 − 3,66

5 − 3,66
, 3,66 < 𝑎 ≤ 5

1, 𝑎 = 5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Harga Kain 

𝜇𝐻𝐾𝑀 (𝑏) =  {

0, 𝑏 ≥ 32.667 
32.667 − 𝑏

32.667 − 10.500
, 10.500 ≤ 𝑏 ≤ 32.667

1, 𝑏 ≤ 10.500

 

𝜇𝐻𝐾𝑆(𝑏) =  

{
 
 

 
 

0, 𝑏 < 21.831 ; 𝑏 ≥ 65.926 
𝑏 − 21.831 

43.750 − 21.831
, 21.831 < 𝑏 < 43.750 

 
43.750 − 𝑏

65.926 − 43.750 
, 43.750 < 𝑏 ≤ 65.926 

 

𝜇𝐻𝐾𝐿 (𝑏) =  {

0, 𝑏 < 54.843 
𝑏 − 54.843 

77.000 − 54.843 
, 54.843 < 𝑏 ≤ 77.000

1, 𝑥 ≥ 77.000

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Kualitas Canting 

𝜇𝐾𝐶𝐾𝐵 (𝑐) =  {

0, 𝑐 ≥ 2,33
2,33 − 𝑐

2,33 − 1
, 1 ≤ 𝑐 ≤ 2,33

1, 𝑐 = 1

 

𝜇𝐾𝐶𝑆 (𝑐) =  

{
 
 

 
 

0, 𝑐 < 1,66 ; 𝑐 ≥ 4,33
𝑐 − 1, ,66

2,99 − 1,66
, 1,66 < 𝑐 < 2,99

 
4,33 − 𝑐

4,33 − 2,99
, 2,99 < 𝑐 ≤ 4,33

 

𝜇𝐾𝐶𝐵 (𝑐) =  {

0, 𝑐 < 3,66
𝑐 − 3,66

5 − 3,66
, 3,66 < 𝑐 ≤ 5

1, 𝑎 = 5
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Gambar 4. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Harga Canting 

𝜇𝐻𝐶𝑀(𝑑) =  {

0, 𝑑 ≥ 6.833
6.833 − 𝑑

6.833 − 4.000
, 4.000 ≤ 𝑑 ≤ 6.833

1, 𝑑 ≤ 4.000

 

𝜇𝐻𝐶𝑆 (𝑑) =  

{
 
 

 
 

0, 𝑑 < 5.416 ; 𝑑 ≥ 11.083 
𝑑 − 5.416 

8.249 − 5.416
, 5.416 < 𝑑 < 8.249 

 
8.249 − 𝑑

11.083 − 8.249 
, 8.249 < 𝑑 ≤ 11.083

 

𝜇𝐻𝐶𝐿(𝑑) =  {

0, 𝑑 < 9.666 
𝑑 − 9.666 

12.500 − 9.666
, 9.666 < 𝑑 ≤ 12.500 

1, 𝑑 ≥ 12.500 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 5. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Kualitas Pewarna 

𝜇𝐾𝑃𝐾𝐵(𝑒) =  {

0, 𝑒 ≥ 2,33
2,33 − 𝑒

2,33 − 1
, 1 ≤ 𝑒 ≤ 2,33

1, 𝑒 = 1

 

𝜇𝐾𝑃𝑆(𝑒) =  

{
 
 

 
 

0, 𝑒 < 1,66 ; 𝑒 ≥ 4,33
𝑒 − 1, ,66

2,99 − 1,66
, 1,66 < 𝑒 < 2,99

 
4,33 − 𝑒

4,33 − 2,99
, 2,99 < 𝑒 ≤ 4,33

 

𝜇𝐾𝑃𝐵(𝑒) =  {

0, 𝑒 < 3,66
𝑒 − 3,66

5 − 3,66
, 3,66 < 𝑒 ≤ 5

1, 𝑒 = 5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 6. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Harga Pewarna 

𝜇𝐻𝑃𝑀 (𝑓) =  {

0, 𝑓 ≥ 39.333
39.333 − 𝑓

39.333 − 0
, 0 ≤ 𝑓 ≤ 39.333

 

𝜇𝐻𝑃𝑆(𝑓) =  

{
 
 

 
 

0, 𝑓 < 28.917 ; 𝑓 ≥ 70.582 
𝑓 − 28.917 

49.749 − 28.917
, 28.917 < 𝑓 < 49.749 

 
49.749 − 𝑓

70.582 − 49.749
, 49.749 < 𝑓 ≤ 70.582

 

𝜇𝐻𝑃𝐿 (𝑓) =  {

0, 𝑓 < 60.166 
𝑓 − 60.166 

81.000 − 60.166
, 60.166 < 𝑓 ≤ 81.000 

1, 𝑓 ≥ 81.000 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 7. Grafik Fungsi Keanggotaan Variabel 

Rekomendasi Pembelian Bahan Baku 

𝜇𝐾𝑅 (𝑧) =  {

0, 𝑧 ≥ 3,33
3,33 − 𝑧

3,33 − 2
, 2 ≤ 𝑧 ≤ 3,33

1, 𝑧 = 2

 

𝜇𝑅(𝑧) =

{
 
 

 
 

0, 𝑧 < 3,33 ; 𝑧 ≥ 4,66
𝑧 − 3,33

3,99 − 3,33
, 3,33 < 𝑧 < 3,99

 
4,66 − 𝑧

4,66 − 3,99
, 3,99 < 𝑧 ≤ 4,66

 

𝜇𝑆𝑅 (𝑧) =  {

0, 𝑧 < 4,66
𝑧 − 4,66

6 − 4,66
, 4,66 < 𝑧 ≤ 5

1, 𝑧 = 6

 

 

Ketiga, peneliti menentukan derajat keanggotaan untuk masing-masing variabel input dalam 

himpunan Fuzzy yang terkait. Derajat keanggotaan ditentukan dengan cara mensubtitusikan nilai variabel pada 

fungsi keanggotaan yang saling bersesuaian. Hasil dari tahapan ini direpresentasikan dalam Tabel 6, Tabel 7, 

dan Tabel 8 sebagai berikut: 

Tabel 6. Derajat Keanggotaan Kualitas dan Harga Kain 

No. 
Kode 

Kain 
Jenis Kain Rating 

Himpunan Fuzzy 

Harga 

Himpunan Fuzzy 

Kurang 

Bagus 
Sedang Bagus Murah Sedang Mahal 

1 K1 
Prima Lampion 

Sanforized 
4,9 0 0 0,925 Rp 18.500 0,639 0 0 

2 K2 
Prima 

Sanforized 
4,9 0 0 0,925 Rp 23.500 0,414 0 0 
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No. 
Kode 

Kain 
Jenis Kain Rating 

Himpunan Fuzzy 

Harga 

Himpunan Fuzzy 

Kurang 
Bagus 

Sedang Bagus Murah Sedang Mahal 

3 K3 
Prima 

Sanforized 
3,5 0 0,619403 0,000 Rp 10.500 1,000 0 0 

4 K4 
Prima 

Sanforized 
3,2 0 0,8432836 0,000 Rp 24.500 0,368 0 0 

5 K5 Rayon Banci 4,9 0 0 0,925 Rp 19.500 0,594 0 0 

6 K6 Rayon Paris 2 0,248120301 0,2556391 0,000 Rp 43.000 0,000 1 0 

7 K7 
Rayon Banci 

Uniqlo 
3,8 0 0,3955224 0,104 Rp 20.500 0,549 0 0 

8 K8 Rayon Paris 3,4 0 0,6940299 0,000 Rp 18.000 0,662 0 0 

9 K9 Rayon Paris 5 0 0 1,000 Rp 39.500 0,000 1 0 

10 K10 
Sutra Origandi 

Kaca 
2,2 0,097744361 0,406015 0,000 Rp 77.000 0,000 0 1 

11 K11 
Sutra Cutton 

Silk 
4,8 0 0 0,851 Rp 53.000 0,000 1 0 

12 K12 
Sutra Cutton 

Silk 
3 0 0,9925373 0,000 Rp 71.500 0,000 0 0,75177145 

13 K13 Dobby Putih 5 0 0 1,000 Rp 26.000 0,301 0 0 

14 K14 
Dobby Putih 

PS 
4,8 0 0 0,851 Rp 20.000 0,571 0 0 

 Tabel 7. Derajat Keanggotaan Kualitas dan Harga Canting  

No. 
Kode 

Canting 
Jenis Canting Rating 

Himpunan Fuzzy 

Harga 

Himpunan Fuzzy 

Kurang 

Bagus 
Sedang Bagus Murah Sedang Mahal 

1 C1 
Canting Cucuk 
1 No 1,2,3,4,5 

4,8 0 0 0,851 Rp 5.500 0,471 0 0 

2 C2 
Canting Cucuk 

1 No 1,2,3,4,5 
4,8 0 0 0,851 Rp 6.000 0,294 0 0 

3 C3 
Canting Cucuk 

1 No 1,2,3,4,5 
2 0,248120301 0,2556391 0,000 Rp 8.500 0,000 1 0 

4 C4 
Canting Cucuk 

1 No 1,2,3,4,5 
4,9 0 0 0,925 Rp 6.000 0,294 0 0 

5 C5 
Canting Cucuk 

1 No 1,2,3,4,5 
3,5 0 0,619403 0,000 Rp 12.500 0,000 0 1 

6 C6 
Canting Cucuk 

1 No 1,2,3,4,5 
2,7 0 0,7819549 0,000 Rp 4.000 1,000 0 0 

Tabel 8. Derajat Keanggotaan Kualitas dan Harga Pewarna 

No. 
Kode 

Pewarna 
Jenis Pewarna Rating 

Himpunan Fuzzy 

Harga 

Himpunan Fuzzy 

Kurang 

Bagus 
Sedang Bagus Murah Sedang Mahal 

1 P1 
Golden 

Yellow RNL 
4,9 0 0 0,925 Rp29.500 0,472 0 0 

2 P2 
Golden 

Yellow RNL 
4,8 0 0 0,851 Rp57.000 0,000 1 0 

3 P3 Orange 3R 3,5 0 0,619403 0,000 Rp36.000 0,160 0 0 

4 P4 Orange 3R 5 0 0 1,000 Rp81.000 0,000 0 1 

5 P5 Orange 3R 2,2 0,097744361 0,406015 0,000 Rp18.500 1,000 0 0 

6 P6 
Blue KNR 

Full 
5 0 0 1,000 Rp57.000 0,000 1 0 

7 P7 
Blue KNR 

Full 
5 0 0 1,000 Rp40.000 0,000 1 0 

8 P8 
Blue KNR 

Full 
2,6 0 0,7067669 0,000 Rp75.000 0,000 0 0,71200922 

9 P9 Brown GR 4,9 0 0 0,925 Rp30.000 0,448 0 0 

10 P10 Brown GR 2 0,248120301 0,2556391 0,000 Rp40.000 0,000 1 0 

11 P11 Brown GR 4,6 0 0 0,701 Rp20.000 0,928 0 0 

3.2.2. Proses Inferensi 

Pertama, peneliti menyusun Fuzzy Rules untuk setiap bahan baku batik. Diperoleh sembilan aturan 

Fuzzy untuk masing-masing bahan baku. Hasil dari tahapan ini secara ringkas dinyatakan dalam Tabel 9.  

Kedua, peneliti mengimplementasikan fungsi min untuk menentukan nilai tingkat kepastian (fire 

strength atau α-predikat). Hasil ringkas dari tahapan ini direpresentasikan dalam Tabel 10, Tabel 11, dan Tabel 

12. 
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Tabel 9. Fuzzy Rules untuk Keputusan Rekomendasi Pembelian Bahan Baku Kain, Canting, dan Pewarna 

Rules 
IF 

THEN 
Kualitas Kain/ Canting/ Pewarna Harga Kain/ Canting/ Pewarna 

R1 Kurang Bagus Murah Sangat Direkomendasikan 

R2 Kurang Bagus Sedang Direkomendasikan 
R3 Kurang Bagus Mahal Kurang Direkomendasikan 

R4 Sedang Murah Sangat Direkomendasikan 

R5 Sedang Sedang Direkomendasikan 
R6 Sedang Mahal Kurang Direkomendasikan 

R7 Bagus Murah Sangat Direkomendasikan 

R8 Bagus Sedang Direkomendasikan 
R9 Bagus Mahal Kurang Direkomendasikan 

Tabel 10. Hasil Perhitungan Fire Strength untuk Bahan Baku Kain 
Kode Kain Rules Derajat Keanggotaan Variabel Kualitas Derajat Keanggotaan Variabel Harga Fire Strength (𝛼𝑛) 

K1 R7 0,92537 0,6391 0,6391 

K2 
R7 0,92537 0,41354 0,41354 

R8 0,92537 0,07614 0,07614 

K3 R4 0,6194 1 0,6194 

K4 
R4 0,84328 0,36843 0,36843 

R5 0,84328 0,12177 0,12177 
K5 R7 0,92537 0,59399 0,59399 

K6 
R2 0,24812 0,96578 0,24812 

R5 0,25564 0,96578 0,25564 

K7 
R4 0,39552 0,54888 0,39552 

R7 0,10448 0,54888 0,10448 

K8 R4 0,69403 0,66166 0,66166 
K9 R8 1 0,8061 0,8061 

K10 
R3 0,09774 1 0,09774 

R6 0,40602 1 0,40602 
K11 R8 0,85075 0,58288 0,58288 

K12 R6 0,99254 0,75177 0,75177 

K13 
R7 1 0,30076 0,30076 
R8 1 0,1902 0,1902 

K14 R7 0,85075 0,57144 0,57144 

Tabel 11. Hasil Perhitungan Fire Strength untuk Bahan Baku Canting 
Kode Canting Rules Derajat Keanggotaan Variabel Kualitas Derajat Keanggotaan Variabel Harga Fire Strength (𝛼𝑛) 

C1 R7 0,850746 0,47053 0,47053 

 R8 0,850746 0,02965 0,02965 

C2 
R7 0,850746 0,29403 0,29403 

R8 0,850746 0,20614 0,20614 

C3 
R2 0,24812 0,91143 0,24812 
R5 0,255639 0,91143 0,25564 

C4 
R7 0,925373 0,29403 0,29403 

R8 0,925373 0,20614 0,20614 
C5 R6 0,619403 1 0,6194 

C6 R4 0,781955 1 0,78195 

Tabel 12. Hasil Perhitungan Fire Strength untuk Bahan Baku Pewarna 
Kode Pewarna Rules Derajat Keanggotaan Variabel Kualitas Derajat Keanggotaan Variabel Harga Fire Strength (𝛼𝑛) 

P1 
R7 0,925373 0,47199 0,47199 

R8 0,925373 0,02799 0,02799 
P2 R8 0,850746 0,65195 0,65195 

P3 
R4 0,619403 0,15999 0,15999 

R5 0,619403 0,34001 0,34001 

P4 R9 1 1 1 

P5 
R1 0,097744 1 0,09774 

R4 0,406015 1 0,40602 
P6 R8 1 0,65195 0,65195 

P7 R8 1 0,53202 0,53202 

P8 R6 0,706767 0,71201 0,70677 

P9 
R7 0,925373 0,44799 0,44799 

R8 0,925373 0,05199 0,05199 

P10 
R2 0,24812 0,53202 0,24812 
R5 0,255639 0,53202 0,25564 

P11 R7 0,701493 0,928 0,70149 

3.2.2. Proses Defuzzifikasi 

Pertama, peneliti menentukan nilai crips hasil inferensi fuzzy (𝑧𝑛) untuk setiap aturan fuzzy. Nilai 

crips hasil inferensi fuzzy diperoleh dengan cara memasukkan nilai fire strength pada fungsi keanggotaan 

variabel rekomendasi pembelian bahan baku yang saling bersesuaian. Hasil dari tahapan ini dinyatakan dalam 

Tabel 13, Tabel 14, dan Tabel 15 sebagai berikut: 

 



                                                                                                        p-ISSN : 2580-4596; e-ISSN: 2580-460X

           

Prosiding Seminar Nasional Integrasi Matematika dan Nilai Islami  Vol. 5, No. 1,  Februari 2025 : 1 – 12  

8 

Tabel 13. Nilai Crips Hasil Inferensi untuk Bahan Baku Kain 
Kode Kain Rules Fire Strength (𝛼𝑛) Nilai Crips Hasil Inverensi (𝑧𝑛) 

K1 R7 0,6391 5,5164 

K2 
R7 0,41354 5,21415 
R8 0,07614 4,60898 

K3 R4 0,6194 5,49 

K4 
R4 0,36843 5,1537 
R5 0,12177 4,57842 

K5 R7 0,59399 5,45595 

K6 
R2 0,24812 4,49376 
R5 0,25564 4,48872 

K7 
R4 0,39552 5,19 

R7 0,10448 4,8 
K8 R4 0,66166 5,54662 

K9 R8 0,8061 4,11991 

K10 
R3 0,09774 3,2 

R6 0,40602 2,79 

K11 R8 0,58288 4,26947 

K12 R6 0,75177 2,33014 

K13 
R7 0,30076 5,06302 

R8 0,1902 4,53257 

K14 R7 0,57144 5,42572 

Tabel 14. Nilai Crips Hasil Inferensi untuk Bahan Baku Canting 
Kode Canting Rules Fire Strength (𝛼𝑛) Nilai Crips Hasil Inverensi (𝑧𝑛) 

C1 R7 0,47053 5,2905 
 R8 0,02965 4,64013 

C2 
R7 0,29403 5,05401 

R8 0,20614 4,52188 

C3 
R2 0,24812 4,49376 

R5 0,25564 4,48872 

C4 
R7 0,29403 5,05401 
R8 0,20614 4,52188 

C5 R6 0,6194 2,50619 

C6 R4 0,78195 5,70782 

Tabel 15. Nilai Crips Hasil Inferensi untuk Bahan Baku Pewarna 
Kode Pewarna Rules Fire Strength (𝛼𝑛) Nilai Crips Hasil Inverensi (𝑧𝑛) 

P1 
R7 0,47199 5,29247 

R8 0,02799 4,64125 
P2 R8 0,65195 4,2232 

P3 
R4 0,15999 4,87438 

R5 0,34001 4,4322 
P4 R9 1 2 

P5 
R1 0,09774 4,79098 

R4 0,40602 5,20406 
P6 R8 0,65195 4,2232 

P7 R8 0,53202 4,30355 
P8 R6 0,70677 2,39 

P9 
R7 0,44799 5,26031 

R8 0,05199 4,62517 

P10 
R2 0,24812 4,49376 

R5 0,25564 4,48872 

P11 R7 0,70149 5,6 

Kedua, peneliti menghitung rata-rata terbobot dari nilai crips (𝑧𝑛) untuk masing-masing jenis bahan 

baku, kemudian memberikan keputusan rekomendasi pembelian bahan baku berdasarkan nilai keanggotaan 

dari 𝑧, yang dihitung dengan menggunakan formula sebagai berikut: 

𝑧 =
𝛼1𝑧1 + 𝛼2𝑧2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑧𝑛

𝛼1 + 𝛼2 +⋯+ 𝛼𝑛
 

Hasil dari tahapan ini dapat diamati melalui Tabel 16, Tabel 17, dan Tabel 18 sebagai berikut: 

Tabel 16. Hasil Keputusan Rekomendasi Pembelian Bahan Baku Kain 

No. 
Kode 

Kain 
Jenis Kain Rating Harga 

Rata-rata 

Terbobot (𝑧) 
Kategori Keputusan 

Rekomendasi 

1 K1 Prima Lampion Sanforized 4,9 Rp 18.500 5,5164 Sangat Direkomendasikan 

2 K2 Prima Sanforized 4,9 Rp 23.500 5,12 Sangat Direkomendasikan 

3 K3 Prima Sanforized 3,5 Rp 10.500 5,49 Sangat Direkomendasikan 

4 K4 Prima Sanforized 3,2 Rp 24.500 5,0108 Sangat Direkomendasikan 

5 K5 Rayon Banci 4,9 Rp 19.500 5,45595 Sangat Direkomendasikan 

6 K6 Rayon Paris 2 Rp 43.000 4,4912 Direkomendasikan 

7 K7 Rayon Banci Uniqlo 3,8 Rp 20.500 5,10851 Sangat Direkomendasikan 
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No. 
Kode 

Kain 
Jenis Kain Rating Harga 

Rata-rata 

Terbobot (𝑧) 
Kategori Keputusan 

Rekomendasi 

8 K8 Rayon Paris 3,4 Rp 18.000 5,54662 Sangat Direkomendasikan 

9 K9 Rayon Paris 5 Rp 39.500 4,11991 Direkomendasikan 

10 K10 Sutra Origandi Kaca 2,2 Rp 77.000 2,86955 Kurang Direkomendasikan 

11 K11 Sutra Cutton Silk 4,8 Rp 53.000 4,26947 Direkomendasikan 

12 K12 Sutra Cutton Silk 3 Rp 71.500 2,33014 Kurang Direkomendasikan 

13 K13 Dobby Putih 5 Rp 26.000 4,85752 Sangat Direkomendasikan 

14 K14 Dobby Putih PS 4,8 Rp 20.000 5,42572 Sangat Direkomendasikan 

Tabel 16 menunjukkan bahwa dari empat belas kain yang terdata sebagai bahan baku produksi batik, 

terdapat sembilan kain dengan keputusan rekomendasi kategori "Sangat Direkomendasikan", tiga kain dengan 

kategori "Direkomendasikan", dan dua kain dengan kategori "Kurang Direkomendasikan". 

Tabel 17. Hasil Keputusan Rekomendasi Pembelian Bahan Baku Canting 

No. 
Kode 

Canting 
Jenis Canting Rating Harga 

Rata-rata 

Terbobot (𝑧) 
Kategori Keputusan Rekomendasi 

1 C1 
Canting Cucuk 1  

No 1,2,3,4,5 
4,8 Rp 5.500 5,25195 Sangat Direkomendasikan 

2 C2 
Canting Cucuk 1  

No 1,2,3,4,5 
4,8 Rp 6.000 4,8347 Sangat Direkomendasikan 

3 C3 
Canting Cucuk 1  

No 1,2,3,4,5 
2 Rp 8.500 4,4912 Direkomendasikan 

4 C4 
Canting Cucuk 1  

No 1,2,3,4,5 
4,9 Rp 6.000 4,8347 Sangat Direkomendasikan 

5 C5 
Canting Cucuk 1  

No 1,2,3,4,5 
3,5 Rp 12.500 2,50619 Kurang Direkomendasikan 

6 C6 
Canting Cucuk 1  

No 1,2,3,4,5 
2,7 Rp 4.000 5,70782 Sangat Direkomendasikan 

Tabel 17 menunjukkan bahwa dari enam canting yang terdata sebagai bahan baku produksi batik, 

terdapat empat canting dengan keputusan rekomendasi kategori "Sangat Direkomendasikan", satu canting 

dengan kategori "Direkomendasikan", dan satu canting dengan kategori "Kurang Direkomendasikan". 

Tabel 18. Hasil Keputusan Rekomendasi Pembelian Bahan Baku Pewarna 

No. 
Kode 

Pewarna 
Jenis Pewarna Rating Harga 

Rata-rata 

Terbobot (𝑧) 
Kategori Keputusan Rekomendasi 

1 P1 Golden Yellow RNL 4,9 Rp29.500 5,25602 Sangat Direkomendasikan 

2 P2 Golden Yellow RNL 4,8 Rp57.000 4,2232 Direkomendasikan 

3 P3 Orange 3R 3,5 Rp36.000 4,57369 Direkomendasikan 

4 P4 Orange 3R 5 Rp81.000 2 Kurang Direkomendasikan 

5 P5 Orange 3R 2,2 Rp18.500 5,12391 Sangat Direkomendasikan 

6 P6 Blue KNR Full 5 Rp57.000 4,2232 Direkomendasikan 

7 P7 Blue KNR Full 5 Rp40.000 4,30355 Direkomendasikan 

8 P8 Blue KNR Full 2,6 Rp75.000 2,39 Kurang Direkomendasikan 

9 P9 Brown GR 4,9 Rp30.000 5,19427 Sangat Direkomendasikan 

10 P10 Brown GR 2 Rp40.000 4,4912 Direkomendasikan 

11 P11 Brown GR 4,6 Rp20.000 5,6 Sangat Direkomendasikan 

Tabel 18 menunjukkan bahwa dari sebelas pewarna yang terdata sebagai bahan baku produksi batik, 

terdapat empat pewarna dengan keputusan rekomendasi kategori "Sangat Direkomendasikan", lima pewarna 

dengan kategori "Direkomendasikan", dan dua pewarna dengan kategori "Kurang Direkomendasikan". 

3.3.  Implementasi PERT 

Pertama, peneliti menghitung estimasi waktu untuk setiap kegiatan (𝑡𝑒) dengan menggunakan 

formula 𝑡𝑒 =
𝑎+4𝑚+𝑏

6
. Hasil dari tahapan ini dinyatakan dalam Tabel 19 sebagai berikut: 

Tabel 19. Estimasi Waktu untuk Setiap Kegiatan 

No. Aktivitas 
Kode 

Aktivitas 

Aktivitas 

Pendahulu 

Durasi (Jam) 
𝑡𝑒 

𝑎 𝑚 𝑏 

1. Pengumpulan inspirasi atau ide desain A - 2 4 6 4 

2. Pembelian kain, canting, malam, dan warna berkualitas B - 2 5 8 5 

3. Mourdating (proses perebusan kain dengan larutan tawas) C B 2 4 6 4 

4. Penyusunan sketsa awal desain D A, W 2 3 4 3 

5. Pembuatan pola E D 8 12 18 12,33 

6. Pengecapan pola F C 6 10 14 10 

7. Pencantingan G F 4 8 12 8 

8. Persiapan warna yang sesuai dengan desain H - 2 3 4 3 

9. Pengujian warna pada kain sampel I H 2 4 6 4 

10. Pemberian warna pertama J I 4 8 10 7,67 
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No. Aktivitas 
Kode 

Aktivitas 

Aktivitas 

Pendahulu 

Durasi (Jam) 
𝑡𝑒 

𝑎 𝑚 𝑏 

11. Pemberian warna tambahan K J 30 40 50 40 

12. Fiksasi / Penguncian Warna L J, K 18 26 35 26,16 

13. Persiapan bahan untuk perebusan malam (pelorotan) M B 1 2 3 2 

14. Pelorotan N M 4 8 10 7,67 

15. Perebusan Kain O N 1 2 3 2 

16. Pembilasan P O 2 4 6 4 

17. Pengeringan Q O, P 3 6 9 6 

18. Pengecekan kualitas kain R Q 1 2 3 2 

19. Persiapan alat untuk mengukur S - 1 2 3 2 

20. Pengukuran T S 3 5 7 5 

21. Persiapan alat dan bahan untuk menjahit U S, T 3 6 9 6 

22. Penjahitan V U 5 8 10 7,83 

23. Penyusunan desain kemasan yang menarik W A 3 4 5 4 

24. Persiapan logistik untuk distribusi X - 2 4 6 4 

25. Pengemasan Y X 2 3 5 3,16 

 

Kedua, peneliti melakukan perhitungan maju dengan menggunakan formula 𝐸𝐹 = 𝐸𝑆 + 𝑡𝑒, dan 

perhitungan mundur dengan formula 𝐿𝑆 = 𝐿𝐹 − 𝑡𝑒. Dalam hal ini, 𝐸𝑆 = waktu mulai awal, 𝐸𝐹 = waktu 

selesai awal, 𝐿𝐹 = waktu selesai akhir, dan 𝐿𝑆 = waktu selesai awal. Hasil dari tahapan ini dinyatakan dalam 

Tabel 20 sebagai berikut: 

Tabel 20. Hasil Perhitungan Maju dan Perhitungan Mundur 

No Aktivitas 
Kode 

Aktivitas 

Aktivitas 

Pendahulu 

Perhitungan Maju (Jam)  Perhitungan Mundur (Jam) 

ES 𝑡𝑒 EF LF 𝑡𝑒 LS 

1. 
Pengumpulan inspirasi atau ide 

desain 
A - 0 4 4 61,5 4 57,5 

2. 
Pembelian kain, canting, malam, 
dan warna berkualitas 

B - 0 5 5 57,16 5 52,16 

3. 
Mourdating (proses perebusan kain 

dengan larutan tawas) 
C B 5 4 9 62,83 4 58,83 

4. Penyusunan sketsa awal desain D A, W 8 3 11 68,5 3 65,5 

5. Pembuatan pola E D 11 12,33 23,33 80,83 12,33 68,5 

6. Pengecapan pola F C 9 10 19 72,83 10 62,83 

7. Pencantingan G F 19 8 27 80,83 8 72,83 

8. 
Persiapan warna yang sesuai 
dengan desain 

H - 0 3 3 3 3 0 

9. Pengujian warna pada kain sampel I H 3 4 7 7 4 3 

10. Pemberian warna pertama J I 7 7,67 14,67 14,67 7,67 7 

11. Pemberian warna tambahan K J 14,67 40 54,67 54,67 40 14,67 

12. Fiksasi / Penguncian Warna L J, K 54,67 26,16 80,83 80,83 26,16 54,67 

13. 
Persiapan bahan untuk perebusan 

malam (pelorotan) 
M B 5 2 7 59,16 2 57,16 

14. Pelorotan N M 7 7,67 14,67 66,83 7,67 59,16 

15. Perebusan Kain O N 14,67 2 16,67 68,83 2 66,83 

16. Pembilasan P O 14,67 4 16,67 72,83 4 68,83 

17. Pengeringan Q O, P 20,67 6 26,67 78,83 6 72,83 

18. Pengecekan kualitas kain R Q 26,67 2 28,67 80,83 2 78,83 

19. Persiapan alat untuk mengukur S - 0 2 2 62 2 60 

20. Pengukuran T S 2 5 7 67 5 62 

21. 
Persiapan alat dan bahan untuk 
menjahit 

U S, T 7 6 13 73 6 67 

22. Penjahitan V U 13 7,83 20,83 80,83 7,83 73 

23. 
Penyusunan desain kemasan yang 
menarik 

W A 4 4 8 65,5 4 61,5 

24. Persiapan logistik untuk distribusi X - 0 4 4 77,67 4 73,67 

25. Pengemasan Y X 4 3,16 7,16 80,83 3,16 77,67 

 

Ketiga, peneliti menentukan time slack untuk masing-masing kegiatan dengan menggunakan formula 

𝑆𝑙𝑎𝑐𝑘 = |𝐸𝐹 − 𝐿𝐹|, kemudian menentukan kegiatan yang kritis. Kegiatan kritis adalah kegiatan yang tidak 

dapat ditunda penyelesaiannya, karena penundaan pada kegiatan ini akan memperpanjang durasi keseluruhan 

proyek. Sebaliknya, kegiatan non-kritis memiliki toleransi keterlambatan yang sebanding dengan waktu slack-

nya. Hasil dari tahapan ini direpresentasikan dalam Tabel 21 sebagai berikut: 
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Tabel 21. Hasil Perhitungan Time Slack dan Penentuan Kegiatan Kritis 
No Kode Aktivitas Kegiatan Pendahulu 𝑡𝑒 EF LF Slack Keterangan 

1. A - 4 4 61,5 57,5 Tidak Kritis 

2. B - 5 5 57,16 52,16 Tidak Kritis 

3. C B 4 9 62,83 53,83 Tidak Kritis 

4. D A, W 3 11 68,5 57,5 Tidak Kritis 

5. E D 12,33 23,33 80,83 57,5 Tidak Kritis 

6. F C 10 19 72,83 53,83 Tidak Kritis 

7. G F 8 27 80,83 53,83 Tidak Kritis 

8. H - 3 3 3 0 Kritis 

9. I H 4 7 7 0 Kritis 

10. J I 7,67 14,67 14,67 0 Kritis 

11. K J 40 54,67 54,67 0 Kritis 

12. L J, K 26,16 80,83 80,83 0 Kritis 

13. M B 2 7 59,16 52,16 Tidak Kritis 

14. N M 7,67 14,67 66,83 52,16 Tidak Kritis 

15. O N 2 16,67 68,83 52,16 Tidak Kritis 

16. P O 4 16,67 72,83 56,16 Tidak Kritis 

17. Q O, P 6 26,67 78,83 52,16 Tidak Kritis 

18. R Q 2 28,67 80,83 52,16 Tidak Kritis 

19. S - 2 2 62 60 Tidak Kritis 

20. T S 5 7 67 60 Tidak Kritis 

21. U S, T 6 13 73 60 Tidak Kritis 

22. V U 7,83 20,83 80,83 60 Tidak Kritis 

23. W A 4 8 65,5 57,5 Tidak Kritis 

24. X - 4 4 77,67 73,67 Tidak Kritis 

25. Y X 3,16 7,16 80,83 73,67 Tidak Kritis 

 

Keempat, peneliti menyusun diagram jaringan kerja dan menentukan jalur kritis. Hasil dari tahapan 

ini dapat diamati melalui Gambar 8. Berdasarkan hasil analisis jaringan kerja pada Gambar 8, diperoleh waktu 

penyelesaian produksi batik di CV. Wecono Asri Kediri secara keseluruhan sebesar 80,83 jam. Jalur kritis 

terjadi pada rangkaian kegiatan H-I-J-K-L, dengan syarat bahwa kegiatan J dan K harus selesai terlebih dahulu 

sebelum kegiatan L dapat dimulai. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 8. Diagram Jaringan Kerja dan Jalur Kritisnya 

4. KESIMPULAN  

Penelitian ini menerapkan metode Inferensi Fuzzy Tsukamoto untuk mendukung pemilihan bahan 

baku produksi batik di CV. Wecono Asri Kediri. Hasil analisis menunjukkan bahwa dari empat belas jenis kain 

yang tersedia, sembilan kain termasuk kategori “sangat direkomendasikan”, tiga kain “direkomendasikan”, dan 
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dua kain “kurang direkomendasikan”. Untuk enam jenis canting, terdapat empat canting yang termasuk dalam 

kategori “sangat direkomendasikan”, satu canting “direkomendasikan”, dan satu canting “kurang 

direkomendasikan”. Sementara itu, dari sebelas jenis pewarna, empat di antaranya termasuk kategori “sangat 

direkomendasikan”, lima pewarna “direkomendasikan”, dan dua pewarna “kurang direkomendasikan.” 

Penelitian ini juga memanfaatkan PERT untuk memprediksi durasi produksi. Berdasarkan hasil 

perhitungan, proses produksi batik di CV. Wecono Asri Kediri dapat diselesaikan dalam waktu 80,83 jam. 

Adapun kegiatan yang tidak boleh mengalami keterlambatan mencakup, persiapan warna yang sesuai dengan 

desain, pengujian warna pada kain sampel, pemberian warna pertama, pemberian warna tambahan, dan fiksasi/ 

penguncian warna.  
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 Diberikan semiring (𝑆, +,⋅) dengan elemen satuan 1𝑆. Semiring 𝑆 

dikatakan bersih, jika untuk setiap elemen tak nol di 𝑆 dapat 

dinyatakan sebagai jumlahan suatu elemen unit dan suatu elemen 

idempoten di 𝑆. Semiring 𝑆 dikatakan clear, jika untuk setiap elemen 

tak nol di dalam 𝑆 dapat dinyatakan sebagai jumlahan suatu elemen 

unit dan suatu elemen unit reguler 𝑆. Pada penelitian ini, dijelaskan 

hubungan semiring bersih dan semiring clear. Setiap semiring bersih 

merupakan semiring clear, tetapi tidak berlaku sebaliknya. 
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1. PENDAHULUAN 

Misalkan 𝑅 adalah suatu himpunan tak kosong dan pada 𝑅 didefinisikan dua buah operasi biner " + " 

dan " ⋅ ", yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan 𝑅 disebut ring terhadap 

operasi penjumlahan " + "  dan perkalian " ⋅ ", jika (𝑅, +) merupakan grup komutatif, operasi perkalian di 𝑅 

bersifat asosiatif (yang berarti (𝑅,⋅) merupakan semigrup), serta operasi penjumlahan dan perkalian di 

𝑅 memenuhi sifat distributif kiri dan distributif kanan [1]. Selanjutnya, himpunan tak kosong 𝑅 disebut 

semiring terhadap operasi penjumlahan " + "  dan perkalian " ⋅ ", jika (𝑅, +) merupakan monoid komutatif, 
(𝑅,⋅) merupakan semigrup, serta operasi penjumlahan dan perkalian di 𝑅 memenuhi sifat distributif kiri dan 

distributif kanan [2]. Semiring 𝑆 dikatakan semiring dengan elemen satuan 1𝑆 jika terdapat 1𝑆 pada 𝑆 

sedemikian sehingga untuk setiap elemen 𝑎 pada 𝑆 berlaku 1𝑆 ⋅ 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1𝑆 = 𝑎 [2]. 

Pada teori ring, terdapat istilah elemen idempoten, elemen unit, dan elemen unit reguler. Elemen 

idempoten adalah suatu elemen pada ring yang apabila dikalikan terhadap dirinya sendiri akan memberikan 

hasil yang tetap atau identik dengan elemen aslinya [3]. Dengan kata lain, suatu elemen 𝑎 pada ring (𝑅, +,⋅) 

dikatakan idempoten, jika berlaku 𝑎2 = 𝑎. Elemen unit adalah suatu elemen pada ring yang mempunyai invers 

terhadap operasi perkalian [4]. Dengan kata lain, suatu elemen 𝑎  pada ring (𝑅, +,⋅) dikatakan unit, jika terdapat 

𝑎−1 di (𝑅, +,⋅) sedemikian sehingga 𝑎 ⋅ 𝑎−1 = 𝑎−1 ⋅ 𝑎 = 1𝑅, dimana 1𝑅 merupakan elemen satuan pada ring 

𝑅. Selanjutnya, suatu elemen 𝑎 pada ring  (𝑅, +,⋅) dikatakan sebagai unit reguler, jika 𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑢 ⋅ 𝑎, untuk 

suatu elemen unit 𝑢 [5].  

Pada tahun 1977, Nicholson telah memperkenalkan konsep mengenai ring bersih, yaitu suatu ring 

yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen idempoten dengan elemen 

unit ring tersebut. Penelitian ini kemudian dilanjutkan oleh Chen pada tahun 2008, yang membahas mengenai 

sifat-sifat ring bersih, dan kemudian diperumum oleh Kar pada tahun 2023, yang membahas mengenai semiring 

bersih. Selanjutnya, pada tahun 2021, Zabavsky telah memperkenalkan konsep mengenai ring clear, yaitu suatu 
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ring yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen unit dengan elemen unit 

reguler ring tersebut. Pada penelitian ini, diselidiki hubungan antara semiring bersih dengan semiring clear, 

yang merupakan perumuman dari ring clear. 

2. METODE PENELITIAN  

Penelitian ini dilakukan melalui kajian pustaka mengenai semiring bersih dan ring clear dari berbagai 

sumber ilmiah. Pada artikel ini, dibahas terlebih dahulu definisi ring dan semiring. Selanjutnya, dibahas 

mengenai definisi dan sifat elemen idempoten, unit, unit reguler, bersih, dan clear pada semiring. Berdasarkan 

definisi dan sifat-sifat tersebut, dapat didefinisikan semiring bersih dan semiring clear, yang kemudian dapat 

diselidiki hubungan antara keduanya.  

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1.  Ring dan Semiring 

Definisi 1 [1]. Misalkan 𝑅 adalah suatu himpunan tak kosong dan pada 𝑅 didefinisikan dua operasi biner yang 

dinotasikan dengan " + " dan " ⋅ ", yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan 𝑅 

disebut ring terhadap operasi penjumlahan " + " dan perkalian " ⋅ " jika memenuhi: 

(1) (𝑅, +) merupakan grup komutatif; 

(2) operasi " ⋅ " di 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu (𝑟1 ⋅ 𝑟2) ⋅ 𝑟3 = 𝑟1 ⋅ (𝑟2 ⋅ 𝑟3), untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅; 

(3) operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat: 

(a) distributif kiri, yaitu 𝑟1 ⋅ (𝑟2 + 𝑟3) = (𝑟1 ⋅ 𝑟2) + (𝑟1 ⋅ 𝑟3), untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅; 

(b) distributif kanan, yaitu (𝑟1 + 𝑟2) ⋅ 𝑟3 = (𝑟1 ⋅ 𝑟3) + (𝑟2 ⋅ 𝑟3), untuk setiap 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝑅. 

Definisi 2 [6]. Himpunan tak kosong 𝑆 dengan operasi biner " + " dan " ⋅ " disebut semiring jika memenuhi: 

(1) (𝑆, +) merupakan monoid komutatif. 

(2) (𝑆,⋅) merupakan semigrup. 

(3) operasi penjumlahan dan perkalian di 𝑆 bersifat: 

(a) distributif kiri, yaitu 𝑠1 ⋅ (𝑠2 + 𝑠3) = (𝑠1 ⋅ 𝑠2) + (𝑠1 ⋅ 𝑠3), untuk setiap 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆. 

(b) distributif kanan, yaitu (𝑠1 + 𝑠2) ⋅ 𝑠3 = (𝑠1 ⋅ 𝑠3) + (𝑠2 ⋅ 𝑠3), untuk setiap 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆.  

Lebih lanjut, semiring (𝑆, +,⋅) disebut semiring komutatif jika (𝑆,⋅) merupakan semigrup komutatif, dan 

disebut semiring dengan elemen satuan jika (𝑆,⋅) merupakan monoid [6].  

3.2.  Elemen Idempoten, Unit, dan Unit Reguler pada Semiring 

Definisi 3 [2]. Misalkan 𝑆 suatu semiring. Elemen 𝑒 ∈ 𝑆 dikatakan sebagai elemen idempoten jika 𝑒2 = 𝑒. 

Definisi 4 [2]. Misalkan 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan 1𝑆. Elemen 𝑎 ∈ 𝑆\{0}  dikatakan sebagai 

elemen unit jika terdapat elemen 𝑏 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎 = 1𝑆. 

Definisi 5. Misalkan 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan. Elemen 𝑎 ∈ 𝑆 dikatakan sebagai elemen unit 

reguler jika terdapat elemen unit 𝑢 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑢 ⋅ 𝑎. 

Selanjutnya, himpunan semua elemen idempoten, elemen unit, dan elemen unit reguler dari suatu semiring 𝑆 

berturut-turut dapat ditulis sebagai 𝐼𝑑(𝑆), 𝑈(𝑆), dan 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

Lemma 1. Jika 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan, maka 𝐼𝑑(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

Bukti: Diketahui 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan. Diambil sebarang 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑆), sehingga berlaku 𝑒2 =
𝑒. Selanjutnya, diperhatikan bahwa 𝑒2 = 𝑒 ⋅ 1𝑆 ⋅ 𝑒, dimana 1𝑆 elemen satuan dari 𝑆. Oleh karena 1𝑆 ∈ 𝑈(𝑆) 

dan 𝑒 = 𝑒 ⋅ 1𝑆 ⋅ 𝑒, maka jelas bahwa 𝑒 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). Selanjutnya, oleh karena untuk setiap 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑆) berlaku 𝑒 ∈

𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆), maka terbukti bahwa 𝐼𝑑(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 
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Lemma 2. Jika 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan, maka 𝑈(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

Bukti: Diketahui 𝑆 suatu semiring dengan elemen satuan. Diambil sebarang 𝑢 ∈ 𝑈(𝑆), sehingga terdapat 𝑢−1 ∈
𝑆 sedemikian sehingga 𝑢 ⋅ 𝑢−1 = 𝑢−1 ⋅ 𝑢 = 1𝑆, dimana 1𝑆 elemen satuan dari 𝑆. Selanjutnya, diperhatikan 

bahwa 𝑢 = 𝑢 ⋅ 𝑢−1 ⋅ 𝑢 dan 𝑢−1 ∈ 𝑈(𝑆), sehingga jelas bahwa 𝑢 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). Oleh karena untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑈(𝑆) 

berlaku 𝑢 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆), maka terbukti bahwa 𝑈(𝑆) ⊆ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝑆). 

3.3.  Semiring Bersih dan Semiring Clear 

Definisi 6 [7]. Suatu elemen dari semiring 𝑆 dikatakan bersih jika dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan 

antara elemen idempoten dan elemen unit di 𝑆. 

Definisi 7 [7]. Semiring 𝑆 dikatakan semiring bersih jika setiap elemen tak nol dari 𝑆 merupakan elemen bersih. 

Definisi 8. Suatu elemen dari semiring 𝑆 dikatakan clear jika dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan 

antara elemen unit dan elemen unit reguler di 𝑆. 

Definisi 9. Semiring 𝑆 dikatakan semiring clear jika setiap elemen tak nol dari 𝑆 merupakan elemen clear. 

Teorema 1. Setiap semiring bersih merupakan semiring clear, tetapi tidak setiap semiring clear merupakan 

semiring bersih. 

Bukti: Diambil sebarang semiring bersih 𝑆. Ini berarti setiap elemen di 𝑆 merupakan elemen bersih, sehingga 

dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antar elemen idempoten dan elemen unit di 𝑆. Dari Lemma 1., 

oleh karena setiap elemen idempoten juga merupakan elemen unit reguler, maka jelas bahwa setiap elemen di 

𝑆 juga dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen unit dan elemen unit reguler di 𝑆. Ini berarti 

setiap elemen di 𝑆 merupakan elemen clear, sehingga 𝑆 merupakan semiring clear. Dengan demikian, terbukti 

bahwa setiap semiring bersih merupakan semiring clear. 

Selanjutnya, dipandang semiring  ℤ2×2 dan  [
12 5
0 0

] ∈ ℤ2×2. Jelas bahwa [
12 5
0 0

] merupakan elemen clear 

di ℤ2×2, sebab [
12 5
0 0

] = [
17 7
12 5

] + [
−5 −2

−12 −5
], dimana [

17 7
12 5

] ∈ 𝑈(ℤ2×2) dan [
−5 −2

−12 −5
] ∈

𝑈𝑟𝑒𝑔(ℤ2×2). Andaikan [
12 5
0 0

] merupakan elemen bersih di ℤ2×2, maka [
12 5
0 0

] dapat dinyatakan sebagai 

hasil penjumlahan antara elemen idempoten dan elemen unit dari ℤ2×2. Diperhatikan bahwa himpunan semua 

elemen idempoten dari ℤ2×2 dapat ditentukan sebagai berikut: 

𝐼𝑑(ℤ2×2) = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑
𝑎𝑐 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2 ] = [

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑏𝑎 + 𝑏𝑑
𝑐𝑎 + 𝑐𝑑 𝑏𝑐 + 𝑑2 ] = [

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]| [
𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑏(𝑎 + 𝑑)

𝑐(𝑎 + 𝑑) 𝑏𝑐 + 𝑑2 ] = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} 

= {[
0 0
0 0

] , [
0 0
0 1

] , [
1 0
0 0

] , [
1 0
0 1

] , [
0 0
𝑘 1

] , [
1 0
𝑘 0

] , [
0 𝑘
0 1

] , [
1 𝑘
0 0

]| 𝑘 ∈ ℤ\{0}} 

Selanjutnya, dapat diselidiki elemen-elemen unit yang mengakibatkan [
12 5
0 0

] merupakan elemen bersih di 

ℤ2×2 sebagai berikut: 
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Elemen Idempoten Calon Elemen Unit Invers Calon Elemen Unit Keterangan 

[
0 0
0 0

] [
12 5
0 0

] − 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
0 0
0 1

] [
12 5
0 −1

] 
[

1

12

5

12
0 −1

] 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 0
0 0

] [
11 5
0 0

] − 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 0
0 1

] [
11 5
0 −1

] 
[

1

11

5

11
0 −1

] 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
0 0
𝑘 1

] [
12 5
−𝑘 −1

] 

[
−

1

5𝑘 − 12
−

5

5𝑘 − 12
𝑘

5𝑘 − 12

12

5𝑘 − 12

] Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 0
𝑘 0

] [
11 5
−𝑘 0

] 

[
0 −

1

𝑘
1

5

11

5𝑘

] Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
0 𝑘
0 1

] [
12 5 − 𝑘
0 −1

] 
[

1

12

5 − 𝑘

12
0 −1

] 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

[
1 𝑘
0 0

] [
11 5 − 𝑘
0 0

] − 
Bukan elemen unit di ℤ2×2 

Dari tabel tersebut, jelas bahwa [
12 5
0 0

] tidak dapat dinyatakan sebagai hasil penjumlahan antara elemen 

idempoten dan elemen unit di ℤ2×2. Ini kontradiksi dengan pernyataan sebelumnya, sehingga [
12 5
0 0

] bukan 

merupakan elemen bersih di ℤ2×2. Dengan demikian, terbukti bahwa tidak setiap elemen clear merupakan 

elemen bersih. Akibatnya, juga berlaku bahwa tidak setiap semiring clear merupakan semiring bersih. 

4. KESIMPULAN  

Dalam penelitian ini, telah dibahas mengenai definisi semiring bersih dan semiring clear, termasuk 

definisi elemen idempoten, unit, dan unit reguler dalam konteks semiring. Berdasarkan analisis terhadap 

definisi semiring bersih dan semiring clear, serta sifat-sifat elemen idempoten, unit, dan unit reguler pada 

semiring, diperoleh bahwa setiap semiring bersih merupakan semiring clear. Hal ini disebabkan karena setiap 

elemen idempoten pada semiring juga merupakan elemen unit reguler, sehingga setiap elemen bersih pada 

semiring juga merupakan elemen clear. Namun demikian, dari penelitian ini juga diperoleh bahwa tidak setiap 

semiring clear merupakan semiring bersih. 
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 Penelitian ini bertujuan untuk membangkitkan pohon fraktal tiga 

cabang menggunakan L-Systems dengan variasi berupa parameter 

ketebalan, panjang, dan sudut percabangan pohon. Pohon fraktal 

adalah pengembangan bentuk fraktal pohon Pythagoras yang memiliki 

dua cabang. Dengan variasi parameter ini diharapkan dapat dihasilkan 

pohon fraktal yang lebih beragam. L-Systems yang digunakan terdiri 

atas dua jenis, yaitu deterministik dan stokastik. Pohon fraktal yang 

dibentuk mengikuti aturan produksi dan parameter yang ditentukan. 

Parameter yang diinputkan harus diperkirakan dan dihitung agar sesuai 

dengan kondisi riil. Simulasi menunjukkan bahwa, dengan variasi 

parameter tersebut, pohon fraktal tiga cabang menggunakan L-

Systems dapat dikembangkan menggunakan parametric L-Systems 

dengan hasil yang lebih bervariasi.  

Kata Kunci: 

Fraktal 

Pohon fraktal 

L-Systems 

Parametric L-Systems 

Deterministic L-Systems 

Stochastic L-Systems 
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1. PENDAHULUAN 

Fraktal berasal dari gabungan kata "fractus" yang mengindikasikan ketidakteraturan dan "frangere" 

yang merujuk pada perpecahan atau pembagian menjadi kepingan-kepingan [1]. Benoit B. Mandelbrot adalah 

tokoh yang pertama kali memperkenalkan gagasan tentang fraktal. Fraktal memiliki ciri self-similarity atau 

kemiripan diri yang diperoleh melalui proses iteratif. Iterasi adalah repetisi pola tertentu yang membentuk 

objek fraktal [2]. Beberapa contoh objek fraktal yang terbentuk melalui iterasi mencakup pohon Pythagoras, 

segitiga Sierpinski, Koch Snowflake, Peano Curve, Mandelbrot Set, dan Lorentz Attractor [3]. Secara umum 

fraktal digolongkan menjadi dua tipe, yaitu linier dan nonlinier. Contoh fraktal tipe linier yaitu pohon 

Pythagoras, Segitiga Sierpinski, atau kurva Koch Snowflake yang dibentuk menggunakan algoritma yang 

sesuai dengan geometri Euclid. Di sisi lain, fraktal tipe nonlinier seperti himpunan Mandelbrot dan himpunan 

Julia yang terbentuk melalui penggunaan fungsi dinamik nonlinier [4]. 

Fraktal mengalami perkembangan seiring dengan kemajuan teknologi. Objek-objek alam seperti 

pohon, gunung, batu, awan, dan lainnya dapat direpresentasikan dalam bentuk gambar tiruan menggunakan 

prinsip-prinsip fraktal [4]. Salah-satu contoh gambar fraktal tiruan yang menggambarkan pohon sebenarnya 

adalah pohon fraktal. Pohon fraktal hakikatnya adalah pengembangan dari pohon Pythagoras yang memiliki 

dua cabang. Pohon fraktal terbentuk dari batang utama dan beberapa cabang yang masing-masing meniru 

bentuk pohon secara keseluruhan. Secara sederhana, proses ini dimulai dengan tunas yang muncul dari tanah 

kemudian tumbuh cabang. Dari setiap cabang, tumbuh cabang yang lebih kecil dan proses ini berlanjut sesuai 

dengan iterasi yang dilakukan [5]. Proses pembuatan pohon fraktal tiga cabang melalui tiga tahapan yaitu 
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membangkitkan bentuk awal berupa persegi, menentukan bentuk dasar percabangan, dan terakhir membentuk 

pohon fraktal dengan IFS (Iterated Function Systems) [6]. 

Pohon fraktal dapat dibangkitkan dengan beberapa cara. Diantaranya adalah dengan menggunakan L-

Systems dan tranformasi Affine. L-Systems merupakan konsep penulisan ulang dari string yang kemudian 

diinterpretasikan menjadi objek. Konsep ini pertama kali diperkenalkan oleh seorang ilmuwan biologi bernama 

Lindenmayer pada tahun 1968. Lindenmayer menggunakan L-Systems untuk memodelkan proses 

pertumbuhan tanaman alga yang kemudian konsep ini dikembangkan oleh A.R. Smith untuk menciptakan 

gambar realistik dan fraktal [7]. L-Systems memiliki tiga komponen utama yaitu variabel (V), aksioma (ω), 

dan produksi (p) [8]. Penulisan ulang dalam L-Systems merujuk pada self-similarity yang memungkinkan 

pembentukan fraktal dengan mudah [9]. L-Systems dibagi menjadi dua berdasarkan aturan produksinya yaitu 

deterministic L-Systems dan stochastic L-Systems. Deterministic L-Systems atau D0L-Systems adalah L-

Systems yang setiap simbolnya hanya memiliki satu produksi, sedangkan stochastic L-Systems  yang setiap 

simbolnya memiliki beberapa aturan produksi dengan penggunaannya tergantung dari probabilitas aturannya 

[10]. Dalam hal ini pembentukan pohon fraktal menggunakan parametrik L-Systems. Parametric L-Systems 

adalah bagian dari L-Systems di mana setiap simbol memiliki nilai numerik yang disebut parameter. 

Parametric L-Systems terdiri dari beberapa jenis seperti parametric deterministic L-Systems dan parametric 

stochastic L-Systems [11]. 

Penafsiran grafis pada L-Systems merupakan pembuatan representasi visual dari barisan generasi 

berdasarkan aksioma dan aturan produksi yang telah ditentukan. Simbol-simbol yang dapat ditafsirkan secara 

grafis pada L-Systems apabila satuan panjang p dan putaran θ sebagai berikut [12]: 

F : menggambar ke depan sepanjang p 

G : bergerak ke depan p tanpa harus menggambar 

+ : berputar berlawanan arah jarum jam dengan sudut θ 

− : berputar searah jarum jam dengan sudut θ 

Transformasi Affine adalah suatu teknik yang digunakan untuk menghitung posisi baru dari suatu 

objek dengan menggunakan matriks [13]. Transformasi ini bersifat linier dan mencakup operasi seperti dilatasi, 

rotasi, dan translasi [14]. Metode dilatasi adalah suatu teknik yang digunakan untuk memperbesar atau 

memperkecil gambar atau bentuk geometris pada bidang [15]. Rotasi adalah suatu bentuk transformasi 

geometrik yang dilakukan dengan memutar objek sesuai dengan sudut yang telah ditetapkan. Translasi adalah 

tranformasi dengan bentuk tetap, memindahkan objek apa adanya. Setiap titik objek yang di translasi dengan 

besaran yang sama [14]. 

2. METODE PENELITIAN 

Pada metode penelitian ini dibahas langkah-langkah penelitian yang harus dilakukan agar membentuk 

pohon fraktal tiga cabang dengan metode L-Systems. Pembangkitan pohon fraktal diawali dengan menentukan 

tiga komponen L-Systems yaitu simbol (𝑉), aksioma (𝜔), aturan produksi (𝑝), dan probabilitas (𝑃) untuk 

stochastic L-Systems. Langkah-langkah pembentukan pohon fraktal tiga cabang adalah: 

a. menentukan segmen garis awal atau tunas; 

b. menduplikasi segmen garis; 

c. mendilatasi tiga segmen garis sebagai cabang; 

d. merotasi segmen garis dan menggeser segmen garis. 

Variasi yang akan digunakan untuk pembentukan pohon fraktal tiga cabang yaitu ketebalan, panjang, 

rasio, dan sudut percabangan. Menurut Leonardo Da Vinci, setiap ketebalan cabang pohon (L) jika 

ditambahkan akan sama dengan batang yang di bawahnya (yaitu 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3). Dari penjelasan di atas  didapatkan 

Persamaan (1) sampai (4) seperti di bawah. Dalam hal ini d dan r (beserta indeksnya) masing-masing 

menyatakan diameter atau jari-jari batang. 

𝐿 = 𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3 (1) 

1

4
𝜋𝑑2 =

1

4
𝜋𝑑1

2 +
1

4
𝜋𝑑2

2 +
1

4
𝜋𝑑3

2 (2) 

𝑑2 = 𝑑1
2 + 𝑑2

2 + 𝑑3
2 (3) 

Dari Persamaan (3) dapat dicari nilai rasio ketebalan (𝑟) dari ketiga cabang dengan menentukan rasio 

ketebalan cabang satu dan dua terlebih dahulu dengan interval antara 0 < 𝑟 < 1. Dari penjelasan di atas 

didapatkan Persamaan (4) sampai (13) seperti di bawah ini. 

Dalam hal ini didefinisikan  

𝑑1 = 𝑟1 × 𝑑 dan 𝑑2 = 𝑟2 × 𝑑 (4) 
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sehingga dapat diperoleh 

𝑑2 = (𝑟1 × 𝑑)
2 + (𝑟2 × 𝑑)

2 + 𝑑3
2 (5) 

𝑑2 = 𝑟1
2 × 𝑑2 + 𝑟2

2 × 𝑑2 + 𝑑3
2 (6) 

𝑑3
2 = 𝑑2 − 𝑑2 × (𝑟1

2 + 𝑟1
2) (7) 

𝑑3
2 = 𝑑2 × (1 − 𝑟1

2 − 𝑟1
2) (8) 

𝑑3 = √𝑑
2 × (1 − 𝑟1

2 − 𝑟1
2) (9) 

𝑑3 = 𝑑√1 − 𝑟1
2 − 𝑟1

2 (10) 

Kemudian akan dicari nilai 𝑟3 

𝑑3 = 𝑟3 × 𝑑 (11) 

𝑟3 =
𝑑√1 − 𝑟1

2 − 𝑟2
2

𝑑
 (12) 

𝑟3 = √1 − 𝑟1
2 − 𝑟2

2 (13) 

Penginputan panjang cabang l akan dipengaruhi ketebalan cabang, jadi semakin tebal cabangnya, 

maka akan semakin panjang cabangnya.  

𝑙1 =
𝑙

𝑅1
, 𝑙2 =

𝑙

𝑅2
, 𝑙3 =

𝑙

𝑅3
  (14) 

Untuk nilai 𝑅1, 𝑅2, dan 𝑅3 didapatkan dari faktor skala 2 yang dikurangi rasio ketebalan cabang yang 

mengakibatkan penginputan interval rasio panjang antara satu sampai dengan dua (1 < 𝑅 < 2). 
𝑅1 = 2 − 𝑟1, 𝑅2 = 2 − 𝑟2, 𝑅3 = 2 − 𝑟3 (15) 

Setiap cabang memiliki arah rotasi yang berbeda-beda. Besaran sudut cabang 𝛼, 𝛽  dan 𝛾 dipengaruhi 

oleh ketebalan cabang dan nilai θ yang sudah ditetapkan sebelumnya. Semakin besar ketebalan cabang maka 

semakin kecil sudut cabang. 

𝛼 = (1 − 𝑟1)𝜃, 𝛽 =  (1 − 𝑟2)𝜃, 𝛾 = (1 − 𝑟3)𝜃 (16) 

Visualisasi pohon fraktal tiga cabang menggunakan L-Systems dengan mengubah ketebalan, panjang, 

dan sudut cabang akan disimulasikan menggunakan program MATLAB. Hasil visualisasi dari simulasi 

program pohon fraktal akan dianalisis dan dibandingkan antara pohon fraktal yang menggunakan deterministic 

L-Systems dan stochastic L-Systems. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini dijelaskan perumusan pohon fraktal tiga cabang dengan menggunakan parametric L-

systems, lalu dilanjutkan dengan bagaimana pembangkitan pohon fraktalnya dengan pendekatan deterministik 

dan stokastiknya. Dalam hal ini juga akan dibahas variasi dari parameter ketebalan, panjang, dan sudut 

percabangan. 

3.1. Perumusan Pohon Fraktal Tiga Cabang Menggunakan Parametric L-Systems 

Pembangkitan pohon fraktal tiga cabang menggunakan L-Systems dimulai dengan menetapkan huruf 

dan simbol yang akan digunakan dalam aturan produksi. Tiga huruf yang digunakan dalam penelitian ini adalah 

𝐹, 𝐺, dan 𝑓, dan setiap huruf tersebut memiliki makna yang serupa yaitu menggambarkan maju dari sebuah 

segmen garis. Aksioma yang digunakan untuk memvisualisasikan tunas awal ditentukan sebagai huruf 𝑓, 

sebagaimana telah ditetapkan pada tahap sebelumnya. Aturan produksi dibuat bersamaan dengan penentuan 

ketebalan, panjang, dan sudut percabangan. Setelah mendapatkan aturan produksi, langkah terakhir adalah 

menentukan faktor probabilitas untuk menerapkan sifat stokastik pada L-Systems. Berikut komponen-

komponen L-Systems yang akan digunakan: 
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𝑉 = {𝑓, 𝐹, 𝐺, −, +, !, &, ? }

𝜔 = 𝑓

𝑝1: 𝑓 → (!)[+𝐹][±𝐺][−𝑓]

𝑝2: 𝐺 → (? )[+𝐹][±𝐺][−𝑓]

𝑝3 ∶ 𝐹 → (&)[+𝐹][±𝐺][−𝑓]}
 
 

 
 

 (17) 

Peraturan produksi tersebut menjelaskan struktur percabangan, panjang, dan ketebalan cabang. Oleh 

karena itu, penerapan aturan produksi tersebut akan mengakibatkan penyingkatan dan penyusutan pada 

ketebalan dan panjang batang tanaman.  

Parametric L-Systems merupakan bagian dari L-Systems yang membentuk lebih banyak variasi 

pohon fraktal dengan cara memasukkan ketebalan, panjang, sudut percabangan dan faktor probabilitas untuk 

stochastic L-Systems. Berikut variabel-variabel yang akan digunakan dalam parametric L-Systems: 

𝐹(𝑙, 𝑑) : Menggambar cabang pertama dengan panjang (𝑙) dan ketebalan (𝑑)  
𝐺(𝑙, 𝑑) : Menggambar cabang kedua dengan panjang (𝑙) dan ketebalan (𝑑) 
𝑓(𝑙, 𝑑) : Menggambar cabang ketiga dengan panjang (𝑙) dan ketebalan (𝑑) 
+(𝛼) : Berputar ke kiri sebesar 𝛼 derajat untuk cabang pertama 

±(𝛽) : Berputar ke kiri atau ke kanan sebesar 𝛽 derajat untuk cabang kedua 

−(𝛾) : Berputar ke kanan sebesar 𝛾 derajat untuk cabang ketiga 

& : Mengganti fungsi 𝐹 pada generasi sebelumnya 

? : Mengganti fungsi 𝐺 pada generasi sebelumnya 

! : Mengganti fungsi 𝑓 pada generasi sebelumnya 

𝑟1 : Rasio ketebalan cabang pertama 

𝑟2 : Rasio ketebalan cabang kedua 

𝑟3 : Rasio ketebalan cabang ketiga 

𝑅1 : Rasio panjang cabang pertama 

𝑅2 : Rasio panjang cabang kedua 

𝑅3 : Rasio panjang cabang ketiga 

𝑃 : Probabilitas digunakan aturan produksi 

Berdasarkan Persamaan (1) sampai (16) didapatkan implementasi ketebalan cabang, panjang cabang, 

rasio, dan sudut percabangan pada aturan produksi dalam Persamaan (17). 

𝜔 = 𝑓(𝑙, 𝑑) 

𝑝1: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [±((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 𝑃1 

𝑝2: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [±((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 𝑃2 

𝑝3: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
,∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 𝑃3 

Diawali dengan terciptanya tunas dengan panjang sebesar 𝑙 dan ketebalan sebesar 𝑑. Kemudian akan 

muncul tiga cabang lagi yaitu 𝑓, 𝐺 dan 𝐹 yang lebih tipis dan pendek dari cabang sebelumnya. Nilai 𝑅1, 𝑅2, 

dan 𝑅3 mempengaruhi panjang setiap cabang. Ketebalan cabang akan dipengaruhi 𝑟1, 𝑟2, dan 𝑟3. Nilai 𝑃1, 𝑃2, 

dan 𝑃3 mempengaruhi probabilitas munculnya aturan produksi pada stochastic L-Systems. 

3.2. Pembangkitan Pohon Fraktal Tiga Cabang Menggunakan Deterministic L-Systems 

Pada variasi ini akan dibagi menjadi tiga yaitu variasi pohon fraktal dengan mengubah ketebalan dan 

panjang cabang melalui rasio, variasi pohon fraktal dengan mengubah sudut percabangan dan variasi pohon 

fraktal dengan mengubah ketebalan, panjang dan sudut percabangan. Pembentukannya akan menggunakan tiga 

aturan produksi yaitu: 

𝑅𝑢𝑙𝑒 𝐴 =  

𝑝1: 𝑓 → ! [+𝐹][𝐺][−𝑓]

𝑝2: 𝐺 →? [+𝐹][𝐺][−𝑓]

𝑝3: 𝐹 → &[+𝐹][𝐺][−𝑓]
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𝑅𝑢𝑙𝑒 𝐵 =  

𝑝1: 𝑓 → ! [+𝐹][+𝐺][−𝑓]

𝑝2: 𝐺 →? [+𝐹][+𝐺][−𝑓]

𝑝3: 𝐹 → &[+𝐹][+𝐺][−𝑓]
 

 

𝑅𝑢𝑙𝑒 𝐶 =  

𝑝1: 𝑓 → ! [+𝐹][−𝐺][−𝑓]

𝑝2: 𝐺 →? [+𝐹][−𝐺][−𝑓]

𝑝3: 𝐹 → &[+𝐹][−𝐺][−𝑓]
 

a. Variasi Pohon Fraktal Tiga Cabang dengan Mengubah Rasio Ketebalan dan Panjang Cabang 

Pada variasi ini akan diubah ketebalan cabang dan panjang cabang melalui rasio.  Pohon fraktal yang 

akan dibentuk berjumlah lima pohon dengan rasio yang berbeda-beda. Untuk ketebalan awal dan panjang awal, 

serta sudutnya yaitu 𝑑 = 10, 𝑙 = 10, 𝜃 = 107° dan iterasi dilakukan tujuh kali. Jika iterasi dilakukan lebih dari 

tujuh kali maka pohon fraktal yang terbentuk akan terlihat menumpuk pada bagian cabangnya. Dari input di 

atas didapatkan hasil visualisasi pohon fraktalnya dapat dilihat pada Gambar 1. 

 
(a)             (b)        (c) 

 
   (d)           (e) 

(a) 𝑟1 = 0,5774, 𝑟2 = 0,5774, dan 𝑟3 = 0,5774, (b) 𝑟1 = 0,4 , 𝑟2 = 0,6 dan 𝑟3 = 0,6928, 

(c) 𝑟1 = 0,7 , 𝑟2 = 0,4 dan 𝑟3 = 0,5099, (d) 𝑟1 = 0,5 , 𝑟2 = 0,7 dan 𝑟3 = 0,5099, 

(e) 𝑟1 = 0,7 , 𝑟2 = 0,35 dan 𝑟3 = 0,6225 

Gambar 1. Pohon Fraktal dengan Variasi Ketebalan dan Panjang Cabang 

Pada Gambar 1 dapat dilihat bahwa visualisasi pohon fraktal tiga cabang memiliki beberapa 

perbedaan. Salah satunya dapat dilihat pada Gambar 1(a) pohon fraktalnya terlihat simetris. Hal ini dikarenakan 

rasio 1, rasio 2, dan rasio 3 nilainya sama, sehingga ketebalan dan panjang cabangnya akan sama.  Untuk 

cabang tengah penempatannya vertikal keatas, karena tidak adanya sudut yang diinputkan sesuai dengan Rule 

A. Pada Gambar 1(b) pohon fraktalnya terlihat lebih condong ke kanan, sedangkan Gambar 1(c) lebih condong 

ke kiri mengikuti rasio paling besar. Pada Gambar 1(b) ketebalan dan panjang yang paling besar terdapat di 

cabang tiga, karena nilai rasionya yang paling besar, sedangkan pada Gambar 1(c) ketebalan dan panjang yang 

paling besar terdapat di cabang pertama. Untuk ketebalan dan panjang terkecil terdapat pada cabang pertama 

untuk Gambar 1(b) dan cabang kedua untuk Gambar 1(c). Pada Gambar 1(c) cabang pertama terletak diantara 

cabang kedua dan ketiga dikarenakan nilai rasio dari cabang pertama lebih besar dari cabang kedua dan ketiga.  

Untuk Gambar 1(d) dan Gambar 1(e) menggunakan Rule C sehingga cabang tengahnya rotasi ke arah 

kanan. Untuk Gambar 1(d) rasio yang paling besar terdapat pada cabang kedua yang rotasinya ke arah kanan 

sehingga pohon fraktal terlihat condong ke arah kanan, sedangkan untuk Gambar 1(e) rasio yang paling besar 

terdapat pada cabang pertama yang rotasinya ke arah kiri sehingga pohon fraktal lebih condong ke kiri. Untuk 

ketebalan dan panjang paling besar terdapat pada cabang kedua dan yang terkecil pada cabang pertama untuk 

Gambar 1(d), sedangkan pada Gambar 1(e) yang terbesar terdapat pada cabang pertama dan yang terkecil pada 

cabang kedua.  

Dari kelima gambar tersebut dapat disimpulkan bahwa nilai dari rasio, ketebalan, dan panjang 

berbanding lurus. Jadi, semakin besar rasionya maka akan semakin tebal dan panjang cabangnya. Rasio 

terbesar pada cabang mengakibatkan pohon lebih condong ke arah cabang yang memiliki rasio terbesar. 

Semakin kecil sudut belok pada cabang maka ketebalan dan panjang cabang akan semakin besar. 

b. Variasi Pohon Fraktal Tiga Cabang dengan Mengubah Sudut Percabangan 
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Pada simulasi ini akan memvisualisasikan sembilan pohon fraktal dengan Rule dan sudut berbeda-

beda. Input sudutnya akan menggunakan tiga variasi yaitu 𝜃 = 75°, 𝜃 = 107°, dan 𝜃 = 135° dengan 𝑑 = 10 

dan 𝑙 = 10. Berikut hasil visualisasi pohon fraktal dengan variasi sudut percabangan dapat dilihat pada Gambar 

2. 

Pada Gambar 2 dapat dilihat semakin besar sudut (𝜃) maka akan semakin jauh jarak antar cabangnya. 

Hal ini mengakibatkan pohon terlihat berimpit jika sudut (𝜃) kecil dan akan terlihat renggang jika sudut (𝜃) 
besar.  Pada Gambar 2(a) sampai 2(c) visualisasinya masih simetris dan semakin besar sudut (𝜃) maka semakin 

lebar juga pohonnya. Untuk Gambar 2(d) sampai 2(i) pohon fraktalnya lebih condong ke kanan mengikuti rasio 

terbesar dan semakin besar sudutnya akan terlihat semakin lebar. 

 
(a)              (b)     (c) 

 
(d)             (e)                      (f) 

 
      (g)           (h)             (i) 

(a) 𝜃 = 75° dengan Rule A, (b) 𝜃 = 107° dengan Rule A, (c) 𝜃 = 150° dengan Rule A, 

(d)  𝜃 = 75° dengan Rule B (e)  𝜃 = 107° dengan Rule B, (f)  𝜃 = 150° dengan Rule B, 

(g) 𝜃 = 75° dengan Rule C, (h) 𝜃 = 107° dengan Rule C, dan (i) 𝜃 = 150° dengan Rule C. 

Gambar 2. Pohon Fraktal Tiga Cabang dengan Variasi Sudut Percabangan 

c. Variasi Pohon Fraktal Tiga Cabang dengan Mengubah Ketebalan, Panjang, dan Sudut Percabangan 

Variasi ini akan mengubah seluruh parameter dari ketebalan, panjang dan sudut percabangan. Pada 

variasi ini pohon fraktal yang dibentuk sebanyak tiga buah. Berikut merupakan hasil visualisasi pohon fraktal 

dari input dan aturan produksi diatas dapat dilihat pada Gambar 3. 

 

 
  (a)             (b)              (c) 

(a) 𝑟1 = 0,4 , 𝑟2 = 0,6  𝑟3 = 0,6928, dan  𝜃 = 120° dengan Rule A, 
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(b) 𝑟1 = 0,3 , 𝑟2 = 0,7  𝑟3 = 0,6481, dan  𝜃 = 120° dengan Rule B, 

(c) 𝑟1 = 0,4 , 𝑟2 = 0,8  𝑟3 = 0,4472, dan  𝜃 = 120° dengan Rule C 

Gambar 3. Pohon Fraktal dengan Variasi Ketebalan, Panjang, dan Sudut Percabangan 

Dari Gambar 3 dapat dilihat bahwa pohon fraktal yang dihasilkan pada Gambar 3(a) tidak simetris 

dan lebih condong ke kiri. Pohon fraktal pada Gambar 3(b) lebih terlihat rimbun dan lebih condong ke kiri. 

Pohon fraktal pada Gambar 3(c) bentuknya menyerupai pohon cemara, tetapi cabangnya lebih melengkung ke 

kiri. 

3.3. Pembangkitan Pohon Fraktal Tiga Cabang Menggunakan Stochastic L-Systems 

Pada bagian ini akan dibentuk pohon fraktal tiga cabang menggunakan stochastic L-Systems. Setiap 

aturan produksi akan memiliki probabilitas masing-masing. Pada bagian ini pohon fraktal menggunakan 

stochastic L-Systems akan dibagi dua variasi yaitu berdasarkan sudut belok cabang tengah dan sudut belok 

seluruh cabang. 

a. Variasi Pohon Fraktal Berdasarkan Sudut Belok Cabang Tengah 

Variasi ini akan menggunakan cabang tengah sebagai cabang utama yang akan membentuk variasi 

pohon fraktal. Variasi ini memiliki akan sembilan aturan produksi dengan sudut belok cabang tengah ke kiri 

dan kanan atau tidak belok. Komponen yang akan digunakan yaitu 𝑟1 = 0,5 , 𝑟2 = 0,7, 𝑟3 = 0,5099, 𝑑 = 10, 

𝑙 = 10 dan 𝜃 = 107°. Berikut merupakan sembilan aturan produksi yang akan digunakan. 

𝑝1: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.4 

𝑝2: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.3 

𝑝3: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [−((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.3 

𝑝4: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.4 

𝑝5: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.3 

𝑝6: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [−((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.3 

𝑝7: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.4 

𝑝8: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.3 

𝑝9: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+((1 − 𝑟1)𝜃)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [−((1 − 𝑟2)𝜃)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] 

[−((1 − 𝑟3)𝜃)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.3 

Dari kesembilan aturan produksi di atas didapatkan hasil visualisasi pohon fraktal seperti pada Gambar 4. 
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Gambar 4. Pohon Fraktal Stochastic L-Systems Berdasarkan Sudut Belok Cabang Tengah 

Dari Gambar 4 dapat dilihat bahwa cabang tengah cenderung tumbuh dengan garis lurus atau tanpa 

sudut. Hal ini terjadi karena aturan produksi untuk cabang tengahnya yang tanpa sudut memiliki probabilitas 

yang lebih besar dari aturan produksi yang lain. 

b. Variasi Pohon Fraktal Berdasarkan Sudut Belok Semua Cabang beserta Ketebalan dan Panjangnya 

Variasi ini memiliki sembilan aturan produksi dengan perubahan sudut belok seluruh cabang. Aturan 

produksinya menggunakan sudut belok cabang tengah ke kiri atau Rule B. Komponen yang akan digunakan 

adalah 𝑟1 = 0,5 , 𝑟2 = 0,8, 𝑟3 = 0,3317, 𝑑 = 10, 𝑙 = 10, dan 𝜃 = 107°. Berikut ini merupakan sembilan 

aturan produksi yang akan digunakan. 

𝑝1: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+(𝛼)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+(𝛽)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [−(𝛾)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.4 

𝑝2: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+(𝛾)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] [+(𝛼)𝐹 (

𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [−(𝛽)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] : 0.3 

𝑝3: 𝑓(𝑙, 𝑑) → ! (𝑙, 𝑑) [+(𝛽)𝐺 (
𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [+(𝛾)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] [−(𝛼)𝐹 (

𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] : 0.3 

𝑝4: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+(𝛼)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+(𝛽)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [−(𝛾)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.4 

𝑝5: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+(𝛾)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] [+(𝛼)𝐹 (

𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [−(𝛽)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] : 0.3 

𝑝6: 𝐺(𝑙, 𝑑) →? (𝑙, 𝑑) [+(𝛽)𝐺 (
𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [+(𝛾)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] [−(𝛼)𝐹 (

𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] : 0.3 

𝑝7: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+(𝛼)𝐹 (
𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [+(𝛽)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [−(𝛾)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] : 0.4 

𝑝8: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+(𝛾)𝑓 (
𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] [+(𝛼)𝐹 (

𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] [−(𝛽)𝐺 (

𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] : 0.3 

𝑝9: 𝐹(𝑙, 𝑑) → &(𝑙, 𝑑) [+(𝛽)𝐺 (
𝑙

𝑅2
, 𝑑 ∗ 𝑟2)] [+(𝛾)𝑓 (

𝑙

𝑅3
, 𝑑 ∗ 𝑟3)] [−(𝛼)𝐹 (

𝑙

𝑅1
, 𝑑 ∗ 𝑟1)] : 0.3 

Dari Sembilan aturan produksi di atas didapatkan visualisasi pohon fraktal sebagaimana pada Gambar 5. 

 
Gambar 5. Pohon Fraktal Stochastic L-Systems dengan Variasi Sudut Belok Seluruh Cabang 

Dari Gambar 5 terlihat bahwa ketiga pohon fraktalnya lebih condong ke arah kanan karena sudut 

belok cabang tengah ke arah kanan yang memiliki rasio terbesar. Ketiga pohon tersebut kadang memiliki 

cabang yang terlihat berliku-liku dikarenakan perubahan sudut belok pada setiap cabang. 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa pohon fraktal tiga cabang dapat 

dimodelkan dengan menggunakan parametric L-Systems.  Parameter yang divariasikan dalam penelitian ini 

adalah ketebalan, panjang, dan sudut percabangan. Dalam hal ini kedua bentuk L-Systems yang deterministik 

dan stokastik dapat menghasilkan pohon fraktal tiga cabang. Untuk pengembangan lebih lanjut, dapat 
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dirumuskan bagaimana modelisasinya untuk kasus tiga dimensi sehingga dapat lebih mendekati model pohon 

sebenarnya. 
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 Matematika merupakan pelayan ilmu yang dapat diimplementasikan 

dalam kehidupan sehari-hari. Sebagai contoh, angka dapat digunakan 

sebagai tafsir data yang memuat kebijakan, menentukan arah kiblat 

dengan derajat atau sudut, serta masuknya bulan baru dalam hijriah 

yang melihat sudut atau derajat bulan. Seorang siswa MI yang diminta 

menyebutkan lima rukun islam dan enam rukun iman, maka ia perlu 

mengetahui hirearkis atau urutannya secara konsisten yang tentunya 

menjadi penciri khas ilmu matematika. Mengintegrasikan matematika 

dengan nilai – nilai islam dapat memperkuat dan memperkokoh 

keimanan kita kepada Allah SWT. Tujuan penulisan artikel ini yaitu 

menjelaskan hubungan bilangan bulat dan pecahan dalam matematika 

MI dengan nilai-nilai islam. Metode Penelitian dalam artikel ini 

menggunakan studi literatur dari berbagai sumber yang relevan, 

mencatat dan menuliskan hasilnya, serta mengolah hasil kajian sesuai 

format laporan yang berlaku. Hasil kajian literatur menunjukkan, 

bahwa pada surat Al-Kahfi ayat 25, adanya suatu operasi penjumlahan 

terkait pemuda yang tertidur di gua yakni 300 tahun ditambah 9 tahun 

yang berjumlah 309 tahun. angka 309 (bilangan bulat) melambangkan 

kekuasaan Allah yang menetapkan waktu dengan pasti dan tidak 

terpecah, seperti halnya ketetapan Allah yang tidak bisa diubah. 

Selanjutnya,  pada surat An-nisa ayat 12, adanya sistem pembagian 

mawaris terhadap suatu kondisi yakni 
1

2
  bagian, 

1

3
  bagian, 

1

4
  bagian, 

1

6
  

bagian, dan 
1

8
  bagian. Bilangan pecahan merupakan bilangan bulat 

yang tidak dapat terpisahkan karena saling ketergantung. Guru perlu 

meracang pembelajaran matematika berbasis nilai – nilai islam dengan 

model dan alat bantu atau alat peraga yang sesuai.   
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1. PENDAHULUAN  

Madrasah Ibtidaiyah (MI) adalah sekolah umat muslim yang memiliki hak dan kewajiban untuk 

menjalankan syariat-syariat islam, yang didalamnya meningkatkan kecerdasan spiritual.(Rosad, W.S., 2019). 

Melalui pendidikan MI diharapkan memberikan bekal pengetahuan untuk meningkatkan kompetensi siswa 

untuk meraih kesuksesan dan kebermanfaatan kedepannya. Siswa sekolah dasar perlu mempelajari matematika 
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karena keterampilan ini membangun dasar penting yang mereka perlukan dalam kehidupan sehari-hari, 

perkembangan logika, serta kemampuan berpikir kritis. 

Matematika sangat terstruktur dan memiliki aturan-aturan tertentu yang perlu dipahami dan diikuti, 

yang secara tidak langsung mengajarkan keteraturan dan disiplin. Ketika anak belajar matematika, mereka 

belajar untuk mengikuti langkah-langkah dan pola tertentu dalam penyelesaian masalah, yang mengembangkan 

pola pikir yang teratur dan disiplin. 

Matematika berkaitan erat dengan angka, sehingga dikaitkan dengan konsep perhitungan yang 

melibatkan bilangan bulat dan pecahan, seperti menghitung berapa lama waktu yang dibutuhkan untuk 

membaca al-Qur'an dalam satu hari di bulan Ramadhan dan menghitung warisan. Jika seseorang membaca satu 

halaman al-Qur'an dalam waktu 1 menit, maka waktu yang dibutuhkan adalah 604 menit, yang dibagi menjadi 

60 menit, hasilnya adalah 10,07 jam, yang dapat dibulatkan menjadi sekitar 10 jam. Artinya, jumlah waktu 

yang dibutuhkan untuk membaca al-Qur' Menurut Mahdalena (2017), ini juga berlaku untuk shalat berjama’ah 

yang diwajibkan. Shalat fardhu seseorang muslim diberikan satu kebaikan, satu pahala, atau, dengan kata lain, 

satu derajat apabila dia melakukannya sendiri. Namun apabila ia bergabung dengan jama’ah dengan menjadi 

imam atau makmum maka ia mendapat ganjaran 27 kali atau 27 kebaikan atau 27 pahala. Angka 27 merupakan 

angka biasa yang dilihat oleh kaum muslimin begitu saja dan diremehkan. Akan tetapi angka 27 sama dengan 

satu bulan kurang 2 atau tiga hari. Berarti shalat berjama’ah satu kali sama dengan shalat sendiri selama satu 

bulan kurang 2 atau 3 hari. Shalat berjama’ah satu hari sama dengan shalat sendiri selama satu bulan kurang 2 

atau 3 tiga hari. Jika seorang mukmin tidak pernah meninggalkan shalat berjama’ah selama 13 hari, berarti 

pahalanya sama dengan seorang mukmin shalat sendiri selama satu tahun. Subhanalla benar-benar sebuah 

angka yang sangat signifikan bagi orang-orang yang mau memperhatikan (Mahdalena, 2017). 

Integrasi nilai – nilai islam dengan matematika memberikan dampak bagi siswa terutama pada sikap 

terpuji (Kurnianti, 2015), yakni:  

a. Sikap jujur, teliti, dan sederhana 

Matematika memiliki prinsip kejujuran yakni proses yang dilakukan sesuai dengan prinsip atau 

teorema – teorema yang berlaku. Sebagai contoh, jika kita melakukan perhitungan 1 + 2 = 3, maka 

tentu tidak boleh kita membenarkannya dengan 1 + 2 = 4. Seseorang tidak dapat membantah dengan 

dalih, kitapun dalam proses perhitungannya harus cermat dan menggunakan metode yang sederhana 

dalam perhitungan. 

b. Sikap konsisten dan sistematis terhadap aturan 

Matematika memiliki ilmu yang berdasarkan kesepakatan yang sistematis dan kesepakatan ditaati 

dalam proses bekerja oleh setiap individu. Sebagai contoh, garis lurus disepakati memiliki besar sudut 

sebesar 1800, sehingga akan memudahkan dalam perhitungan sudut lainnya. Selain itu, jika kita amati 

bilangan kompleks yang terdiri dari bilangan real dan imajiner. Bilangan real terdiri rasional dan 

irrasional, serta bilangan rasional terdiri dari bilangan bulat dan pecahan. Jika kita amati contoh 

tersebut, maka matematika sangat sistematis dan konsisten.  

c. Sikap adil 

Dalam proses penyelesaian sistem persamaan linear, prinsip kesetimbangan atau keadilan diperlukan 

dalam menyelesaikan masalah. Sebagai contoh, jika kita menyelesaikan persamaan linear satu variabel 

berikut, maka perlu masing – masing ruas ditambahkan atau dikurangkan, serta dikalikan atau 

dibagikan dengan angka yang sama.  

3𝑥 + 2 = 8 

↔ 3𝑥 + 2 − 2 = 8 − 2 (kedua ruas dikurangkan dengan 2) 

↔ 3𝑥 = 6 (kedua ruad dibagi dengan 2) 

↔ 𝑥 = 2 

d. Sikap tanggung jawab  

Setiap menyelesaikan masalah, kita memerlukan referensi dari mana saja yang dapat 

dipertanggungjawabkan. Sebagai contoh, pembuktian teorema atau postulat merujuk pada definisi 

yang kebenarannya telah disepakati oleh para ahli. 

Bilangan bulat memiliki banyak manfaat yang sangat penting dalam kehidupan sehari-hari maupun 

dalam bidang akademis. Dalam matematika, bilangan bulat digunakan untuk menghitung, mengukur, dan 

mengidentifikasi posisi dalam berbagai konteks, seperti dalam sains dan teknik. Selain itu juga bilangan bulat 

berperan dalam analisis data, komputer dan pemrograman, yang mana sering kali menggunakan operasi dasar 

seperti penjumlahan, pengurangan, dan lain-lain. Bilangan bulat juga berperan dalam bidang ekonomi, yaitu 

membantu dalam penghitungan anggaran dan laporan keuangan. Dengan kata lain, bilangan bulat adalah 

fondasi penting yang mendukung banyak aspek kehidupan dan teknologi modern. 

Bilangan bulat merupakan bilangan yang terdiri dari bilangan positif, yang memiliki sifat-sifat 

bilangan asli dalam himpunan A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, …}, serta bilangan negatif, yang merupakan kebalikan dari 
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himpunan bilangan asli, yaitu A = {-1, -2, -3, -4, -5, -6, …}. Selain itu, nol (0) merupakan bilangan yang tidak 

termasuk kategori positif maupun negatif, sehingga disebut sebagai bilangan netral. (Een Unaenah dkk., 2020). 

Hal ini bisa dikaitkan dengan ajaran Islam yang menekankan pemisahan yang jelas antara kebaikan (positif) 

dan keburukan (negatif). Dalam Islam, amal baik dan buruk memiliki nilai yang jelas, yang akan dihitung pada 

hari perhitungan. Pengelompokan bilangan bulat ini juga mengajarkan ketegasan dalam memilih jalan yang 

lurus dan menghindari jalan keburukan, karena setiap amal baik atau buruk memiliki konsekuensinya masing-

masing, seperti halnya bilangan positif dan negatif memiliki nilai yang berbeda. 

Urutan bilangan bulat yang konsisten (seperti -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...) mengajarkan keteraturan dan 

sistematis yang juga merupakan prinsip penting dalam Islam. Dalam ibadah, misalnya, umat Islam diajarkan 

untuk menjalankan shalat lima waktu dalam urutan dan waktu yang tepat, menunjukkan nilai keteraturan. 

Dalam kehidupan sehari-hari, Bilangan Pecahan dapat digunakan sebagai pembagian yang adil seperti 

halnya pembagian makanan, uang kas ataupun lainnya. Bilangan Pecahan juga sangat membantu kita ketika 

menghitung diskon barang di pasar. Dalam ruang lingkup matematis Bilangan Pecahan sangat memudahkan 

kita ketika menghitung bilangan desimal. Dari penjabaran tersebut dapat kita simpulkan bahwa Bilangan 

Pecahan adalah salah satu bilangan yang wajib kita ketahui dan pahami. 

Bilangan Pecahan adalah bilangan bulat yang terdiri dari pembilang dan penyebut. bilangan ini dapat 

ditulis dalam bentuk a dan b sebagai bilangan bulat dan b tidak sama dengan nol. Bilangan ini masihlah 

termasuk bilangan rasional, yang di mana bilangan pecahan juga bisa disebut pembagi seperti:  
𝑎

𝑏
, 
1

2
, 
1

3
  dan 

lainnya (Aryanti, D., 2023). 

 

2. METODE 

Penelitian ini menggunakan studi literatur review dengan langkah – langkah yakni mengumpulkan bahan 

literatur, membaca dan mencatat sumber seperti artikel jurnal, Al – Qur’an, dan hadist. Setelah itu, mengolah 

bahan – bahan literatur melalui tahapan menelaah dan menganalisis serta menyusun laporan sesuai template 

jurnal yang berlaku. Menurut Royani & Nur'aeni L (2020), sumber – sumber pada studi literatur berasal dari 

jurnal yang dipilih sesuai kebutuhan, shahih serta memilliki kriteria seperti terdapat nama penulis, judul 

penelitian, dan relevan. Adapun penelitian ini bertujuan untuk menjelaskan interkonenksi bilangan bulat dan 

pecahan dalam matematika madrasah ibtidaiyah dengan nilai – nilai islam. 

 

3. PEMBAHASAN 

a. Hubungan Bilangan Bulat dengan Nilai-Nilai Islam 

Bilangan bulat merupakan angka – angka yang bukan pecahan, irasional, dan imajiner. Menurut 

Mayrani & Hasanudin (2024), bilangan bulat termasuk angka yang meliputi positif, negatif, dan nol dalam 

himpunan bilangan, kecuali pecahan, rasional, dan imajiner. Dalam ayat-ayat Al-Qur'an, kita sering 

menemukan bilangan-bilangan bulat yang memiliki makna simbolis dan mendalam. Seperti contoh, rukun 

iman terdapat sebanyak 6 butir yang menjadi keyakinan dan rukun islam terdapat 5 butir yang menjadi 

ditegakkan. Siswa telah dikenalkan rukun iman dan islam sejak sekolah dasar atau Madrasah Ibtidaiyah. 

Guru perlu membunyikan bilangan bulat sebagai hal yang dapat ditarik nilai – nilai islam yang terkandung 

didalamnya, sehingga siswa menjadi lebih yakin dan memahami nilai – nilai islam dan meningkatkan 

ketakwaaan bagi mereka. Setiap bilangan tersebut tidak hanya sekadar angka, tetapi juga mengandung 

hikmah, nilai, dan pelajaran yang dapat memperkuat dan memperteguh keimanan serta memperkaya 

pemahaman kita tentang ajaran Islam. Bilangan-bilangan ini hadir dalam berbagai konteks, mulai dari 

kisah-kisah para nabi, hukum-hukum syariat, hingga tanda-tanda kekuasaan Allah SWT yang tersebar di 

alam semesta.Contoh lainnya, dalam qur’an surah al-ikhlas ayat 1 yang berbunyi: 

ُ احََد     قلُۡ هُوَ اللّٰه

Terjemahan: Katakanlah (Muhammad), "Dialah Allah, Yang Maha Esa. (Sumber: Surah Al-Ikhlas - 1-4 

- Quran.com) 

Dalam ayat di atas terdapat kalimat (  احََد) yang dalam bahasa arab diambil dari kata wahid yang berarti 

satu. Angka satu melambangkan keesaan Allah sebagai Tuhan yang Esa, yang menjadi inti dari tauhid 

dalam Islam. Terdapat contoh lain pula pada surah al-kahfi ayat 25 yang berbunyi: 

 

  وَلَبِثوُۡا فِىۡ كَهۡفِهِمۡ ثلَٰثَ مِائةٍَ سِنِيۡنَ وَازۡداَدوُۡا تسِۡعًا 
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Terjemahan: Dan mereka tinggal dalam gua selama tiga ratus tahun dan ditambah sembilan tahun. 

(Sumber: Surah Al-Kahf - 1-110 - Quran.com) 

Dalam ayat di atas terdapat sebuah operasi penjumlahan terkait pemuda yang tertidur di gua yakni tiga 

ratus tahun ditambah sembilan tahun yang hasilnya berjumlah tiga ratus sembilan tahun. Melalui angka-

angka ini, kita diingatkan untuk merenungi kebesaran-Nya dan memahami bahwa segala sesuatu dalam 

Al-Qur'an memiliki maksud dan tujuan, termasuk bilangan-bilangan yang disebutkan. Ini menjadi bukti 

bahwa Al-Qur'an tidak hanya mengajarkan keimanan, tetapi juga mengajak kita untuk berpikir, 

menghayati, dan mengambil pelajaran dari setiap kata dan bilangan yang tertulis. Seperti kata Dr. Yusuf 

Al-Qardhawi (1984), Islam adalah akidah yang berdasarkan ilmu pengetahuan, bukan penyerahan diri 

secara membabi buta (Mahdalena, 2017). Guru dapat menerapkan pembelajaran berbasis nilai – nilai islam 

yang terhubung dengan matematika dengan langkah – langkah yakni masalah kontekstual, menjelaskan 

masalah kontekstual, menyelesaikan masalah kontekstual, membandingkan dan mendiskusikan jawaban, 

dan memberikan kesimpulan. Melalui pendekatan pembelajaran realistik ini , siswa dapat membangun 

komunikasi matematis siswa dan guru. Menurut Indriani & Imanuel (2018), pembelajaran matematika 

realistik dapat membangun komunikasi antar siswa dalam memecahkan masalah matematika dan guru 

sebagai fasilitator dapat mempersiapkan contoh masalah dan alternatif solusi yang dapat diberikan kepada 

siswa. 

b. Hubungan Bilangan Bulat dan Bilangan Pecahan dengan Nilai-Nilai Islam 

Bilangan pecahan memiliki bentuk 
𝑎

𝑏
 dengan b ≠ 0, serta a dan b merupakan bilangan bulat. 

Hubungan bilangan pecahan dengan bulat tidak dapat dipisahkan karena saling ketergantungan. 

Berdasarkan ayat 12 surat an-nisa dan ayat 25 surat al-kahfi menjelaskan bahwa pada kedua ayat ini 

terdapat bilangan bulat dan bilangan pecahan. Bilangan bulat terdapat pada ayat 25 surat al-kahfi yaitu 

bilangan 309. Bilangan ini merujuk pada lamanya waktu para pemuda al-kahfi tertidur di gua (Istiqomah 

& Rumtinaing, 2022). Dalam islam, waktu merupakan suatu ketetapan Allah yang tidak bisa diubah. 

Waktu 309 tahun ini menunjukkan besarnya kekuasaan Allah dalam mengatur perjalanan hidup hambanya 

yang di luar kemampuan nalar yang dimiliki manusia.  

Nilai - nilai Islam yang terkandung dalam bilangan bulat yakni kekuasaan Allah, yang mana 

pemuda ashabul kahfi ini ditidurkan selama 309 tahun di dalam gua. Ini mengingatkan kita akan kekuasaan 

Allah dalam mengatur perjalanan hidup seorang hamba. Ketapatan waktu dalam takdir, Allah menetapkan 

takdir seorang hamba dengan sempurna tanpa bisa dibagi atau diubah, menyerupai dengan bilangan bulat 

yang tidak terpecah. Ini mengingatkan kita agar senantiasa bersyukur atas apa yang Allah tetapkan. 

Sedangkan dalam ayat 12 surat an nisa terdapat konsep pembagian warisan terhadap ahli waris yang 

bagiannya menggunakan bilangan pecahan. Contoh seorang istri yang mendapat bagian 
1

2
, apabila mayit 

tidak meninggalkan anak, dan mendapatkan 
1

4
 bagian, apabila mayit meninggalkan anak. Pembagian 

warisan ini menggunakan bilangan pecahan yang menggambarkan suatu keadaan tertentu. Bilangan 

pecahan ini menunjukkan keadilan, yang mana pembagian warisan dalam islam berdasarkan kondisi 

keluarga (apakah memiliki anak atau tidak). Ini mencerminkan prinsip keadilan, dimana hak masing-

masing diberikan dengan proporsi yang adil dan sesuai. 

Nilai-nilai yang terkait dengan bilangan pecahan yakni: Keadilan dan proporsi, yaitu dalam 

pembagian warisan yang proporsional ada takaran tertentu untuk ahli waris sesuai dengan keadaan hak 

dan kewajiban, setiap orang berhak mendapatkan bagiannya secara adil. Ini mengajarkan kita untuk 

berlaku adil dalam memberikan hak setiap individu sesuai dengan kewajiban dan kondisi mereka. 

c. Hubungan Bilangan Pecahan dengan Nilai – Nilai Islam 

Bilangan pecahan merupakan bagian dari bilangan bulat. Sebagai contoh, 
1

2
 potongan benda 

merupakan bagian dari 1 benda yang utuh. Siswa Madrasah Ibtidaiyah dapat diperkenalkan sebuah kue 

yang dipotong menjadi beberapa bagian dan bagian kue tersebut disebut sebagai pecahan. Pembelajaran  

matematika  mempunyai  peranan  yang  sangat  penting  dalam pengembangan potensi siswa di sekolah. 

Guru perlu merancang pembelajaran yang melibatkan alat bantu atau alat peraga sehingga dapat 

meningkatkan pemahaman konsep siswa. Menurut Taufikurrahman & Nurhaswinda (2021),  penggunaan 

media pembelajaran dapat meningkat pemahaman konsep matematika sebesar 80%. Oleh karena itu, 
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pembelajaran matematika dapat dirancang dengan konteks kehidupan sehari – sehari juga terhubung 

dengan nilai – nilai islam dan menggunakan alat peraga yang sesuai.  

Islam menekankan pentingnya ilmu  pengetahuan,  termasuk  matematika,  dan  menganjurkan  

umatnya  untuk menuntut ilmu. Matematika bukan hanya tentang kemampuan berhitung, tetapi juga 

tentang berpikir logis. Konsep matematika dapat diintegrasikan ke dalam ajaran Islam  untuk  menjelaskan  

pemahaman  agama. Salah satunya matematika tentang bilangan pecahan, yang dimana bilangan pecahan 

ini berhubungan dan berkaitan dengan pembagian warisan seperti yang di jelaskan pada Al-Qur’an surah 

An-Nisa ayat 12, sebagaimana arti berikut: 

“Bagimu (para suami) seperdua dari harta yang ditinggalkan oleh istri-istrimu, jika mereka tidak 

mempunyai anak. Jika mereka (istri-istrimu) itu mempunyai anak, kamu mendapat seperempat dari harta 

yang ditinggalkannya setelah (dipenuhi) wasiat yang mereka buat atau (dan setelah dibayar) utangnya. 

Bagi mereka (para istri) seperempat harta yang kamu tinggalkan jika kamu tidak mempunyai anak. Jika 

kamu mempunyai anak, bagi mereka (para istri) seperdelapan dari harta yang kamu tinggalkan (setelah 

dipenuhi) wasiat yang kamu buat atau (dan setelah dibayar) utang-utangmu. Jika seseorang, baik laki-laki 

maupun perempuan, meninggal dunia tanpa meninggalkan ayah dan anak, tetapi mempunyai seorang 

saudara laki-laki (seibu) atau seorang saudara perempuan (seibu), bagi masing-masing dari kedua jenis 

saudara itu seperenam harta. Akan tetapi, jika mereka (saudara-saudara seibu itu) lebih dari seorang, 

mereka bersama-sama dalam bagian yang sepertiga itu, setelah (dipenuhi wasiat) yang dibuatnya atau (dan 

setelah dibayar) utangnya dengan tidak menyusahkan (ahli waris).147) Demikianlah ketentuan Allah. Allah 

Maha Mengetahui lagi Maha Penyantun (Qur’an Kemenag, 2022). 

Didalam satu ayat surah diatas kita dapat mengetahui dari Al-Qur’an surah An-Nisa ayat 12 di 

atas dapat diterjemahkan bahwa terdapat bilangan pecahan yang membahas: 

1) Keadilan dalam Pembagian Warisan 

Dalam Surah An-Nisa ayat 12, Allah SWT memberikan pembagian yang sangat rinci 

terhadap harta warisan dengan menggunakan bilangan pecahan, yaitu setengah (
1

2
), seperempat (

1

4
), 

dan delapan per sepuluh (
8

10
). Pembagian ini menunjukkan bahwa Islam sangat memperhatikan 

keadilan dalam pembagian harta, terutama dalam konteks warisan. 

Sebagai contoh, ayat ini menjelaskan bahwa jika seorang istri meninggal dan tidak memiliki 

anak, suami berhak mendapatkan setengah (
1

2
) dari harta peninggalannya. Jika istri memiliki anak, 

suami hanya mendapatkan seperempat (
1

4
) dari harta tersebut. Sebaliknya, istri yang ditinggalkan oleh 

suami, jika tidak memiliki anak, berhak mendapatkan seperempat (
1

4
) dari harta suaminya. Namun, 

jika suami memiliki anak, istri akan mendapat delapan per sepuluh (
8

10
) dari harta warisan tersebut 

(Surianto, 2022). 

Pembagian yang sangat terperinci ini memberikan contoh konkret bagaimana bilangan 

pecahan berfungsi untuk menjamin keadilan dan keseimbangan dalam pembagian harta warisan, serta 

mencegah adanya ketimpangan yang bisa merugikan pihak tertentu. Hal ini mencerminkan nilai-nilai 

Islam yang sangat menjunjung tinggi keadilan dalam setiap aspek kehidupan, baik itu dalam hubungan 

antar sesama manusia maupun dalam pembagian hak-hak milik.  
2) Pembagian yang Proporsional dan Sesuai dengan Kebutuhan 

Bilangan pecahan dalam ayat ini tidak hanya mencerminkan keadilan, tetapi juga 

proporsionalitas. Misalnya, jika seorang istri meninggalkan suami tanpa anak, suami mendapatkan 

setengah harta, yang menunjukkan besarnya tanggung jawab suami dalam keluarga. Sebaliknya, jika 

ada anak, suami hanya mendapatkan seperempat, karena anak-anak sebagai pewaris utama juga 

memiliki hak yang lebih besar. Ini menunjukkan bahwa Islam mengajarkan pembagian yang sesuai 

dengan hak dan kebutuhan masing-masing pihak. 

Prinsip ini juga mengajarkan pentingnya menyesuaikan hak seseorang dengan kondisi dan 

peran mereka dalam kehidupan. Dalam kehidupan sehari-hari, prinsip ini bisa diterapkan dalam 

berbagai konteks, seperti pembagian rezeki, waktu, atau tanggung jawab. Misalnya, seorang 

pemimpin yang memiliki banyak tanggung jawab, seharusnya mendapatkan porsi yang lebih besar 

dalam hal perhatian dan kontribusi terhadap umat. 
3) Menghormati Setiap Bagian dari Kehidupan 
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Bilangan pecahan mengajarkan kita untuk menghargai setiap bagian dari sesuatu. Dalam 

konteks warisan, meskipun yang diperoleh mungkin hanya sebagian kecil dari keseluruhan, setiap 

bagian tersebut memiliki nilai yang sangat penting. Allah SWT melalui ayat ini mengajarkan kita 

untuk menghargai hak setiap orang sesuai dengan proporsi yang telah ditetapkan-Nya. 

4) Keseimbangan dalam Kehidupan 

Pecahan dalam pembagian warisan dalam Surah An-Nisa ayat 12 juga mencerminkan 

keseimbangan yang harus dijaga dalam hidup. Dalam Islam, keseimbangan adalah hal yang sangat 

penting, baik dalam aspek ibadah maupun sosial. Seperti halnya pembagian warisan yang memadukan 

antara hak suami dan istri, hak anak dan orang tua, kehidupan juga harus dijalani dengan 

memperhatikan keseimbangan antara hak dan kewajiban, antara dunia dan akhirat, serta antara 

individu dan masyarakat. 

Bilangan pecahan mengajarkan kita bahwa setiap bagian dari kehidupan, tidak peduli besar 

atau kecil, memiliki tempat dan fungsinya masing-masing, dan semuanya harus ditempatkan dengan 

tepat sesuai dengan proporsi yang adil dan bijaksana. 

5) Tanggung Jawab dalam Pembagian 

Pembagian harta warisan yang disebutkan dalam Surah An-Nisa ayat 12 juga mengandung 

pesan bahwa setiap orang memiliki tanggung jawab yang berbeda sesuai dengan posisinya dalam 

keluarga. Suami, istri, dan anak memiliki hak dan kewajiban yang saling terkait dan saling 

melengkapi. Bilangan pecahan menggambarkan tanggung jawab yang harus dipikul oleh masing-

masing pihak dalam pembagian harta tersebut, yang pada gilirannya menciptakan hubungan yang 

harmonis dan adil dalam kehidupan keluarga. 

 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan di atas, maka dapat disimpulkan hubungan konsep bilangan bulat dan 

pecahan dengan nilai – nilai islam sebagai berikut: 

a. Al-Qur'an mengandung ajaran tentang nilai-nilai Islam yang tercermin dalam konsep bilangan bulat dan 

bilangan pecahan. Dalam Surat Al-Kahfi ayat 25, angka 309 (bilangan bulat) melambangkan kekuasaan 

Allah yang menetapkan waktu dengan pasti dan tidak terpecah, seperti halnya ketetapan Allah yang tidak 

bisa diubah. Ini mengingatkan manusia untuk bersyukur dan menyadari keagungan Allah dalam menjalani 

dan mengatur kehidupan. Guru dapat mempersiapkan pembelajaran berbasis nilai – nilai islam yang 

terkoneksi dengan matematika melalui contoh masalah dan alternatif Solusi yang sesuai. 

b. Surat An-Nisa ayat 12, konsep bilangan pecahan digunakan dalam pembagian warisan yang adil sesuai 

dengan keadaan keluarga. Bilangan pecahan ini mencerminkan nilai keadilan, karena setiap ahli waris 

mendapat bagian yang proporsional berdasarkan kondisi tertentu, seperti memiliki anak atau tidak. Hal ini 

mengajarkan umat Islam untuk berlaku adil dalam memberikan hak-hak setiap individu sesuai dengan 

kebutuhan dan tanggung jawabnya. Bilangan pecahan memiliki bentuk 
𝑎

𝑏
 dengan b ≠ 0, serta a dan b 

merupakan bilangan bulat, sehingga menjadi ketergantungan bilangan pecahan dan bilangan bulat. Guru 

dapat menggunakan alat bantu dalam merancang pembelajaran, sehingga meningkatkan pemahaman 

konsep siswa. 
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 Pada fungsi satu peubah, fungsi terdiferensialkan di suatu titik merupakan 

fungsi terdiferensialkan kiri dan terdiferensialkan kanan serta nilai derivatif 

kiri dan derivatif kanannya sama. Tujuan penelitian ini adalah untuk 

mengenalkan istilah baru fungsi lancip, yakni fungsi yang terdiferensial kiri 

dan terdiferensial kanan namun nilai derivatif kiri dan derivatif kanannya tidak 

sama. Selain itu, akan dibahas beberapa karakteristik dasar dari fungsi lancip 

dengan memulai dari mengenalkan istilah fungsi lancip ke atas dan fungsi 

lancip ke bawah. Lebih jauh, akan dibahas beberapa karakteristik lanjutan 

fungsi lancip yang dituangkan dalam teorema-teorema. 
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1. PENDAHULUAN  

Konsep kalkulus diferensial telah dikembangkan oleh Issac Newton dan Gottfried Wilhelm Leibniz 

menjelang akhir abad ke-17, tetapi dalam konsep yang lebih modern dikembangkan oleh A.L. Cauchy pada 

awal abad ke-19. Kalkulus diferensial biasanya dipahami sebagai kalkulus diferensial klasik, yang berkaitan 

dengan fungsi bernilai real atas satu atau lebih peubah-peubah real. Namun definisi modernnya juga dapat 

mencakup kalkulus diferensial dalam ruang abstrak. Kalkulus diferensial didasarkan pada konsep bilangan 

real, fungsi, limit, dan kekontinuan [1].  

 Beberapa matematikawan mengenalkan fungsi-fungsi khusus yang unik, seperti P.G.L. Dirichlet pada 

tahun 1829 mengenalkan fungsi yang didefinisikan 

𝑓(𝑥) = {
1 
0

, jika 𝑥 rasional
   , untuk 𝑥 yang lain

 

yang merupakan fungsi tidak kontinu dimana-mana pada ℝ [2], yang selanjutnya disebut fungsi Dirichlet. Karl 

Weiertrass pada tahun 1872 mengenalkan contoh fungsi yang kontinu pada domainnya tetapi tidak 

terdiferensialkan dimana-mana [3]. Kemudian Carl Johannes Thomae pada tahun 1875 memodifikasi fungsi 

Dirichlet menjadi fungsi yang kontinu untuk setiap bilangan irasional dan tidak kontinu untuk  setiap bilangan 

rasional pada domainnya [4], selanjutnya disebut fungsi Thomae, didefinisikan sebagai 

𝑓(𝑥) = {
1/𝑞 

0

, jika  𝑥 = 𝑝/𝑞 dan gcd(𝑝, 𝑞) = 1
, jika 𝑥 irrasional

 

yang grafiknya diberikan pada Gambar 1.  
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Gambar 1. Grafik fungsi Thomae pada selang [0, 1] 

 

Sebagaimana telah diketahui bersama, seperti dalam [2], [5], dan [6], bahwasanya fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

dikatakan terdiferensialkan di titik 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] jika fungsi 𝑓 terdiferensialkan kanan dan terdiferensialkan kiri di 

titik 𝑐 serta  derivatif kanan dan kiri fungsi 𝑓 di titik 𝑐 sama. Fungsi yang tidak terdiferensialkan di suatu titik 

dapat terjadi karena fungsi tersebut tidak terdiferensialkan kanan atau tidak terdiferensialkan kiri di titik 

tersebut, atau terdiferensialkan kanan dan kiri tetapi derivatif kanan dan kiri di titik tersebut tidak sama. Grafik 

fungsi yang terdiferensialkan kanan dan kiri di suatu titik tetapi derivatifnya tidak sama terlihat “lancip”. 

Sebagai contoh fungsi 𝑓 yang didefinisikan sebagai  

 𝑓(𝑥) = {𝑥2 + 1
3 − 𝑥2

, 𝑥 ≤ 1
, 𝑥 > 1

 

merupakan fungsi terdiferensialkan kanan dan terdiferensialkan kiri di 𝑥 = 1 dengan derivatif kanan −2 dan 

derivatif kiri 2 yang grafiknya diberikan pada Gambar 2, terlihat “lancip” di 𝑥 = 1.  

 
Gambar 2. Grafik fungsi 𝑓 yang terdiferensialkan kanan dan kiri di 𝑥 = 1 tetapi derivatif kanan dan kiri tidak 

sama 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengenalkan istilah baru fungsi lancip di suatu titik, yakni fungsi yang 

terdiferensialkan kanan dan terdiferensialkan kiri tetapi nilai derivatif kanan dan derivatif kiri tidak sama. Lebih 

jauh, akan digali beberapa karakteristik dasar dari fungsi lancip dan kelancipan fungsi yang disajikan dalam 

beberapa teorema. 

Beberapa Definisi 

Sebelum membahas hasil-hasil penelitian, terlebih dahulu ditinjau pengertian atau definisi dan sifat-sifat 

fungsi terdiferensialkan dan semi-terdiferensialkan sebagai dasar dalam penelitian ini yang diambilkan dari [2] 

dan [7]. 

Definisi 1. Diberikan 𝐼 ⊆ ℝ selang, 𝑓: 𝐼 → ℝ fungsi, dan 𝑐 ∈ 𝐼.  
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(i). Bilangan 𝐿 disebut derivatif kanan 𝑓 di 𝑐 jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝛿(𝜖) > 0 sehingga jika 𝑥 ∈
𝐼 yang memenuhi 0 < 𝑥 − 𝑐 < 𝛿 maka 

|
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
− 𝐿| < 𝜖 

Dalam kasus ini, dikatakan 𝑓 terdiferensialkan kanan di 𝑐, dan ditulis 𝑓+
′(𝑐) = 𝐿.  

Dengan kata lain, derivatif kanan 𝑓 di 𝑐 diberikan sebagai 

𝑓+
′(𝑐) = lim

𝑥→𝑐+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
 

asalkan limitnya ada. 

(ii). Bilangan 𝐿 disebut derivatif kiri 𝑓 di 𝑐 jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 𝛿(𝜖) > 0 sehingga jika 𝑥 ∈ 𝐼 yang 

memenuhi 0 < 𝑐 − 𝑥 < 𝛿 maka 

|
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
− 𝐿| < 𝜖 

Dalam kasus ini, dikatakan 𝑓 terdiferensialkan kiri di 𝑐, dan ditulis 𝑓−
′(𝑐) = 𝐿.  

Dengan kata lain, derivatif kiri 𝑓 di 𝑐 diberikan sebagai 

𝑓−
′(𝑐) = lim

𝑥→𝑐−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
 

asalkan limitnya ada. 

(iii). Fungsi 𝑓 dikatakan terdiferensialkan di 𝑐 jika 𝑓 terdiferensialkan kanan dan kiri di 𝑐 serta derivatif kanan 

dan kirinya sama. 

(iv). Fungsi 𝑓 dikatakan semi-terdiferensialkan di 𝑐 jika 𝑓 terdiferensialkan kanan dan terdiferensialkan kiri 

di 𝑐. 

 

Akibat dari Definisi 1 (iii) dan (iv), maka fungsi yang terdiferensialkan di 𝑐 merupakan fungsi semi-

terdiferensialkan di 𝑐, tetapi tidak sebaliknya. 

Berikut beberapa sifat fungsi semi-terdiferensialkan yang diberikan dalam teorema berikut. 

Teorema 2. Jika 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi semi-terdiferensialkan di 𝑐 dengan derivatif kanan 𝑓 di 𝑐 adalah 

𝑓+
′(𝑐), derivatif kiri 𝑓 di 𝑐 adalah 𝑓−

′(𝑐), derivatif kanan 𝑔 di 𝑐 adalah 𝑔+
′ (𝑐), dan derivatif kiri 𝑔 di 𝑐 adalah 

𝑔−
′ (𝑐), maka 

(i).  untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ, 𝛼𝑓 merupakan fungsi semi-terdiferensialkan dan (𝛼𝑓)+
′ (𝑐) = 𝛼𝑓+

′(𝑐) dan (𝛼𝑓)−
′ (𝑐) =

𝛼𝑓−
′(𝑐) 

(ii). 𝑓 + 𝑔 merupakan fungsi semi-terdiferensialkan dan (𝑓 + 𝑔)+
′ (𝑐) = 𝑓+

′(𝑐) + 𝑔+
′ (𝑐) dan (𝑓 + 𝑔)−

′ (𝑐) =
𝑓−

′(𝑐) + 𝑔−
′ (𝑐) 

2. METODE PENELITIAN 

Metode dalam penelitian ini dimulai dengan mendefinisikan istilah baru fungsi lancip ke atas dan 

fungsi lancip ke bawah. Pengenalan istilah baru fungsi lancip ke atas dan fungsi lancip ke bawah di suatu titik 

diawali dengan fungsi yang terdiferensialkan kanan dan kiri tetapi derivatif kanan dan kirinya tidak sama, 

sehingga selisih derivatif kanan dan derivatif kiri tidak nol. Kemudian dari istilah fungsi lancip ke atas dan 

fungsi lancip ke bawah  ini dikembangkan pula istilah fungsi lancip. Untuk menentukan besar kelancipannya 

dihitung berdasarkan sudut yang dibentuk dari derivatif kanan dan derivatif kiri. Semakin kecil sudut yang 

dibentuk maka semakin lancip/tajam nilai kelancipannya.  

Dari definisi yang telah dijelaskan, kemudian dieksplorasi beberapa karakteristik dasar dan lanjutan 

fungsi lancip. Kemudian beberapa karakteritik dari fungsi lancip disajikan dalam bentuk teorema-teorema dan 

akibat-akibatnya yang dilengkapi dengan pembuktiannya. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN   

Untuk mengawali hasil penelitian dan pembahasan ini, dikenalkan terlebih dahulu definisi fungsi 

lancip ke atas dan fungsi lancip ke bawah di suatu titik. 

Definisi 3. Diberikan 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] dan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fungsi semi-terdiferensialkan di titik 𝑐 dengan derivatif kiri 

𝑓−
′(𝑐) dan derivatif kanan 𝑓+

′(𝑐).  

(i). Fungsi 𝑓 dikatakan lancip ke atas di titik 𝑐 jika 𝑓−
′(𝑐) − 𝑓+

′(𝑐) > 0,  

(ii). Fungsi 𝑓 dikatakan lancip ke bawah di titik 𝑐 jika 𝑓−
′(𝑐) − 𝑓+

′(𝑐) < 0, dan  

(iii). Fungsi 𝑓 dikatakan lancip di 𝑐 jika 𝑓 lancip ke atas atau lancip ke bawah di 𝑐. 
Untuk memperjelas definisi fungsi lancip ke atas dan fungsi lancip ke bawah, diberikan contoh sebagai berikut.  

Contoh 4. Diberikan dua fungsi 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ yang masing-masing didefinisikan sebagai 
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𝑓(𝑥) = |𝑥|, untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ, 

dan 

𝑔(𝑥) = {𝑥2 + 𝑥
0         

, 𝑥 ≤ 0
, 𝑥 > 0

 

Diperhatikan bahwa, 𝑓−
′(0) = −1, 𝑓+

′(0) = 1, 𝑔−
′ (0) = 1, dan 𝑔+

′ (0) = 0. Karena 𝑓−
′(0) − 𝑓+

′(0) = −1 − 1 =
−2 < 0 dan 𝑔−

′ (0) − 𝑔+
′ (0) = 1 − 0 = 1 > 0, maka 𝑓 merupakan fungsi lancip ke bawah dan 𝑔 fungsi lancip 

ke atas di 𝑥 = 0. Grafik kedua fungsi tersebut diberikan pada Gambar 3. 

         

         (a). Grafik fungsi 𝑓(𝑥) = |𝑥|     (b). Grafik fungsi 𝑔(𝑥) = {𝑥2 + 𝑥
0

, 𝑥 ≤ 0
, 𝑥 > 0

 

 

Gambar 3. Grafik fungsi lancip ke bawah dan lancip ke atas di 𝑥 = 0 

 

Jika diperhatikan, suatu fungsi lancip di 𝑥 = 𝑐 merupakan fungsi kontinu di 𝑥 = 𝑐. Jelaslah, bahwa 

fungsi yang tidak kontinu di 𝑥 = 𝑐 tidak akan bisa menjadi fungsi lancip di titik tersebut. Jadi fungsi lancip di 

𝑥 = 𝑐 adalah fungsi semi-terdiferensialkan tetapi tidak terdiferensialkan di 𝑥 = 𝑐.  

Selanjutnya diberikan beberapa karakteristik dasar fungsi lancip ke atas dan fungsi lancip ke bawah 

dalam beberapa teorema berikut. 

Teorema 5. Jika 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐, maka  

(i). a. Untuk 𝛼 > 0, fungsi 𝛼𝑓 lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐, 

      b. Untuk 𝛼 < 0, fungsi 𝛼𝑓 lancip ke bawah di 𝑥 = 𝑐, 

(ii)  fungsi 𝑓 + 𝑔 lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐. 

Bukti:  

(i) a. Diberikan 𝛼 > 0. Karena 𝑓 fungsi lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐, maka diperoleh 

(𝛼𝑓)−
′ (𝑐) − (𝛼𝑓)+

′ (𝑐) = 𝛼𝑓−
′(𝑐) − 𝛼𝑓+

′(𝑐) = 𝛼(𝑓−
′(𝑐) − 𝑓+

′(𝑐)) > 0 

Jadi 𝛼𝑓 fungsi lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐. 

b. Diberikan 𝛼 < 0. Karena 𝑓 fungsi lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐, maka diperoleh 

(𝛼𝑓)−
′ (𝑐) − (𝛼𝑓)+

′ (𝑐) = 𝛼𝑓−
′(𝑐) − 𝛼𝑓+

′(𝑐) = 𝛼(𝑓−
′(𝑐) − 𝑓+

′(𝑐)) < 0 

Jadi 𝛼𝑓 fungsi lancip ke bawah. 

(ii). Karena 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐, maka diperoleh 

  (𝑓 + 𝑔)−
′ (𝑐) − (𝑓 + 𝑔)+

′ (𝑐)  = 𝑓−
′(𝑐) + 𝑔−

′ (𝑐) − 𝑓+
′(𝑐) − 𝑔+

′ (𝑐) 

        = (𝑓−
′(𝑐) − 𝑓+

′(𝑐)) + (𝑔−
′ (𝑐) − 𝑔+

′ (𝑐)) > 0 

Jadi 𝑓 + 𝑔 fungsi lancip ke bawah di 𝑥 = 𝑐. 

Teorema 6. Jika 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi lancip ke bawah di 𝑥 = 𝑐, maka  

(i). a. Untuk 𝛼 > 0, fungsi 𝛼𝑓 lancip ke bawah di 𝑥 = 𝑐, 

      b. Untuk 𝛼 < 0, fungsi 𝛼𝑓 lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐, 

(ii)  fungsi 𝑓 + 𝑔 lancip ke bawah di 𝑥 = 𝑐, 

Bukti:  

Bukti serupa dengan bukti pada Teorema 5. 

Jika 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi lancip di 𝑥 = 𝑐, penjumlahan atau pengurangan kedua fungsi 𝑓 dan 𝑔 belum bisa 

ditentukan kelancipannya, karena hal ini tergantung dari derivatifnya masing-masing. Sebagai contoh, fungsi 

𝑓(𝑥) = |𝑥| dan 𝑔(𝑥) = −|𝑥| keduanya merupakan fungsi lancip di 𝑥 = 0, tetapi (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = |𝑥| − |𝑥| = 0 

bukan merupakan fungsi lancip di 𝑥 = 0. 
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Selanjutnya, jika 𝑓 fungsi lancip di 𝑥 = 𝑐 dengan −∞ < 𝑓−
′(𝑐) < ∞ dan −∞ < 𝑓+

′(𝑐) < ∞, bilangan 𝐿 > 0 

yang didefinisikan 

𝐿 =
1

cos−1 (
−1 − 𝑓−

′(𝑐)𝑓+
′(𝑐)

√1 + (𝑓−
′(𝑐))2√1 + (𝑓+

′(𝑐))2
)

 

disebut  kelancipan atau ketajaman fungsi lancip 𝑓 di 𝑥 = 𝑐. 

Sebagai contoh, fungsi 𝑓 dan 𝑔 yang didefinisikan pada Contoh 4, mempunyai kelancipan  di 𝑥 = 0 masing-

masing 𝐿1 dan 𝐿2 dengan 

𝐿1 =
1

cos−1 (
−1 − 𝑓−

′(0)𝑓+
′(0)

√1 + (𝑓−
′(0))2√1 + (𝑓+

′(0))2
)

 

=
1

cos−1 (
−1 − (−1)(1)

√1 + (−1)2√1 + (1)2
)

 

=
1

cos−1(0)
=

1

𝜋/2
=

2

𝜋
 , 

dan 

𝐿2 =
1

cos−1 (
−1 − 𝑔−

′ (0)𝑔+
′ (0)

√1 + (𝑔−
′ (0))2√1 + (𝑔+

′ (0))2
)

 

=
1

cos−1 (
−1 − (1)(0)

√1 + (1)2√1 + (0)2
)

 

=
1

cos−1(−1/√2)
=

1

3𝜋/4
=

4

3𝜋
 . 

 

Jika 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi lancip di 𝑥 = 𝑐, fungsi 𝑓 dikatakan lebih lancip dari fungsi 𝑔 di 𝑥 = 𝑐 

jika kelancipan 𝑓 di 𝑥 = 𝑐 lebih besar dari kelancipan 𝑔 di 𝑥 = 𝑐. Seperti fungsi 𝑓 dan 𝑔 yang diberikan pada 

Contoh 4, fungsi 𝑓 lebih lancip dari fungsi 𝑔 di 𝑥 = 0. 

4. KESIMPULAN  

Dari hasil penelitian dan pembahasan, diperoleh beberapa kesimpulan berkenaan pengertian dan 

karakteristik fungsi lancip. 

1.  Fungsi 𝑓 dikatakan lancip ke atas di 𝑥 = 𝑐 jika derivatif kiri dikurangi derivatif kanan positif, dikatakan 

lancip ke bawah di 𝑥 = 𝑐 jika derivatif kiri dikurangi derivatif kanan negatif, dan dikatakan lancip di 𝑥 = 𝑐 

jika selisih derivatif kiri dan derivatif kanan tidak nol.  

2.  Jika 𝑓 dan 𝑔 keduanya fungsi lancip ke atas (lancip ke bawah) di 𝑥 = 𝑐, maka  

(i). a. Untuk 𝛼 > 0, fungsi 𝛼𝑓 lancip ke atas (lancip ke bawah) di 𝑥 = 𝑐, 

      b. Untuk 𝛼 < 0, fungsi 𝛼𝑓 lancip ke bawah (ke atas) di 𝑥 = 𝑐, 

(ii)  fungsi 𝑓 + 𝑔 lancip ke atas (ke bawah) di 𝑥 = 𝑐. 

3. Kelancipan atau ketajaman fungsi lancip 𝑓 di 𝑥 = 𝑐 didasarkan pada besaran sudut yang dibentuk dari 

derivatif kiri dan derivatif kanan, semakin kecil besar sudut maka makin besar kelancipannya. 
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Banyak mahasiswa politeknik mempunyai masalah dalam matematika, 

tidak hanya mahasiswa Politeknik Negeri Malang, tetapi juga 

mahasiwa jurusan Taknik Sipil Politeknik Negeri Bandung. Oleh 

karena itu, dosen matematika perlu mencari solusi dengan berbagai 

strategi mengajar matematika yang menarik. Salah satunya adalah 

pembelajaran matematika dengan menggunakan Alat Peraga Edukatif 

(APE). Pada program Inovokasi ini tim pelaksana akan menerapkan 

APE Matematika Terapan  dan memberi bantuan alat peraga yang telah 

memiliki Hak Cipta (2021) dari Kementerian Hukum dan HAM 

(Sertifikat No. ECO00202132319) di Jurusan Teknik Sipil Politeknik 

Negeri Bandung. Tujuan penerapan APE Matematika adalah 

meningkatkan daya abstraksi mahasiswa. Pada kegiatan program 

Inovokasi Diksi ini pelaksana mengajar materi Geometri di kelas 1A-

KS Teknik Sipil Politeknik Negeri Bandung dengan menggunakan 

APE Matematika Terapan. Hasil pelaksanaan menunjukkan 

mahasiswa senang belajar matematika dengan menggunakan alat 

peraga dan daya abstraksi meningkat dengan skor rata-rata pretes = 31, 

postes = 80, dan skor harapan Angket skala Linkert = 31,5. 

 

. 
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1. PENDAHULUAN  

Matematika seringkali menjadi momok yang menakutkan, tidak hanya siswa sekolah dasar, tetapi 

juga siswa sekolah menengah, bahkan mahasiswa politeknik. Ironisnya, sebelum memulai pembelajaran 

matematika,  mahasiswa sudah beranggapan matematika itu pasti sulit, mahasiswa tidak siap belajar 

matematika di politeknik. Salah satu strategi untuk membantu kesulitan mahasiswa politeknik adalah 

pembelajaran dengan menggunakan Alat Peraga Edukatif (APE) Matematika. Penggunaan alat peraga di 

Jurusan Teknik Sipil Politeknik Negeri Malang telah berlangsung sejak tahun 2012 ketika ada Hibah Teaching 

Aids. 
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APE Matematika Terapan yang akan diimplementasikan dan dihibahkan kepada Politeknik Negeri 

Bandung adalah salah satu program Inovokasi Diksi. Alat peraga ini produksi mitra Jagalan 1 Malang. Mitra 

adalah industri mikro yang memproduksi aneka bahan Akrilik, khususnya Neon Huruf Timbul. Berdiri sejak 

Tahun 1991 tetapi baru  mengajukan Surat Induk Berusaha  (SIB) awal 2024, kini sudah terbit pada Tanggal 8 

Maret 2024 dengan Nomor SIB 0803240070181[1]. Kegiatan program Inovokasi ini mengacu pada Renstra 

Politeknik Negeri Malang, yaitu Pengembangan Infrastruktur Riset dan Proses Belajar Mengajar dan sejalan 

dengan Pencapaian Indikator Kinerja Utama (IKU), yaitu IKU 2 (mahasiswa mendapat pengalaman di luar 

kampus), IKU 3 (dosen berkegiatan di luar kampus), IKU 5 (hasil kerja dosen digunakan masyarakat), dan 

IKU 7 (kelas yang kolaboratif dan partisipatif), sedangkan Tingkat Kesiapterapan Teknologi  (TKT) adalah 

Tingkat 7. Hal ini dikarenakan alat peraga edukatif hasil penelitian telah diberikan di Jurusan Teknik Sipil 

Politeknik Negeri Malang dan siswa SMKN 6 Malang (penelitian tahun 2023). Manfaat yang diharapkan pada 

kegiatan Inovokasi ini adalah mahasiswa senang belajar matematika, dosen mudah mengajar matematika, dan 

pendapatan mitra bertambah. Gambar 1 berikut menunjukkan ketua pelaksana bersama mitra bapak Slamet 

Imam Hanfi pemilik Jagalan 1 Malang.  

 

 
Gambar 1. Ketua pelaksana berdiskusi dengan mitra Jagalan 1 

2. METODE PENELITIAN  

Pada kegiatan Inovokasi ini, selain implementasi dan memberikan bantuan Alat Peraga Edukatif kepada 

Politeknik Negeri Bandung, juga melaksanakan penelitian yang berkaitan dengan penggunaan alat peraga.  

1. Pendekatan dan Jenis Penelitian 

Penelitian menggunakan pendekatan kualitatif, karena kajian tentang kesulitan Matematika Terapan 

mahasiswa politeknik.. Hal ini berarti, pembelajaran dengan menggunakan APE Matematika Terapan 

berlangsung secara alami sesuai dengan apa yang ada di lapangan, dan lebih mementingkan proses 

daripada hasil. Jenis penelitian adalah penelitian tindakan partisipasi, karena  pelaksana berpartisipasi aktif 

dan terlibat langsung mulai dari awal perencanaan sampai dengan penyusunan laporan akhir. Selain itu, 

penelitian ini dilakukan karena adanya permasalahan, yaitu perlunya keseragaman kurikulum matematika 

di politeknik..  

  2. Data dan Sumber Data 

Perolehan data dalam kegiatan Inovokasi ini adalah hasil pretes, postes, angket, dan pengamatan. Sumber 

data mahasiswa Semester Satu kelas 1A-KS Jurusan Teknik Sipil Politeknik Negeri Bandung yang terdiri 

dari 31 mahasiswa. 

 3. Analisis Data 

Analisis data menggunakan teknik analisis data kualitatif yang dikembangkan Miles dan Huberman [2], 

yaitu Mereduksi Data, Menyajikan Data, dan Menarik Kesimpulan. Untuk melihat peningkatan daya 

abstraksi dari hasil pretes dan postes dengan menggunakan penghitungan statistik, yaitu skor rata-rata dan 

standar deviasi. Hasil angket dengan skala Lingkert sebagai berikut. 

 

     Skor Harapan = 
Skor Tertinggi−Skor Terendah

2
 

Jika skor rata-rata lebih besar dari skor harapan maka dapat diambil kesimpulan pembelajaran matematika 

dengan alat peraga berlangsung dengan baik. Perolehan skor dari konversi pilihan pada angket, sebagai 

berikut Sangat Setuju = 4, Setuju = 3, Kurang Setuju = 2, dan Tidak Setuju = 1. 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Hasil Penelitian 

Penelitian diawali dengan pembelajaran Geometri topik Bidang Datar dan Bangun Ruang di Kelas 

1A-KS yang terdiri dari 31 mahasiswa Semester 1 Tahun Perkuliahan 2024/2025 Program Studi D3 Konstruksi 

Bangunan Sipil Politeknik Negeri Bandung (30 September 2024). Instrumen data diperolah dari hasil pretes, 

postes, angket, dan diskusi dengan dosen matematika Politeknik Negeri Bandung. Gambar 2 berikut 

menunjukkan pelaksanaan penggunaan APE Matematika di kelas 1A-KS Politeknik Negeri Bandung. 

    

Gambar 2. Implementasi APE Matematika Terapan di Politeknik Negeri Bandung 

Temuan penelitian diuraikan sebagai berikut. 

3.1.1 Skor Pretes dan Postes 

Skor pretes dan postes mahasiswa kelas 1A-KS ditunjukkan Tabel 1. Berikut. 

 

Tabel 1. Skor pretes dan postes mahasiswa kelas 1A-KS 

No. Nama  Pretes Postes   

1 Louis Kristianto 30 100   

2 Rafi Ikmaludin 30 100   

3 Pasa Nitijasa 30 60   

4 Hanif Zaidan 30 80   

5 Fajri Hendra 30 70   

6 Moch. Syahril 30 70   

7 Kai Hufia Irfan 30 60   

8 Reznandya Maharani 30 60   

9 Rista Formaika 30 100   

10 M. Ausath Hilmi 30 100   

11 Ghibran Ghiyan 30 100   

12 Danar Jackadiaksa 30 100   

13 Nafisa Azkia 30 60   

14 Naomi Delfia 30 90   

15 Fahri Ramdhani 30 80   

16 Aurel Caesar 30 100   

17 Addni Isyana 30 85   

18 Kayla Izmie 40 100   

19 Kayla Diva 30 50   

20 Jonathan Putra 30 50   

21 Dita Putri 40 100   

22 Umar Abdurachman 30 100   

23 Much. Malki 30 100   

24 Adib Al Hafidzi 30 50   
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25 A. Alfino Winora 30 50   

26 Novi Fitriani 30 90   

27 Mario Armando 30 50   

28 Dzakwan Ikbar 40 100   

29 Rangga M. Farizi 30 100   

30 Khalisah Mahiroh 30 85   

31 Rahma Amalia 30 50   

 Rata-Rata 31 80   

 

 

3.1.2 Hasil Angket 

Ada sepuluh pernyataan yang berkaitan dengan penggunaan APE Matematika dalam pembelajaran 

matematika. Mahasiswa memilih satu dari empat item pilihan, yaitu sangat setuju, setuju, kurang setuju, dan 

tidak setuju. Sepuluh pernyataan pada angket adalah sebagai berikut. 

1. Saya senang pembelajaran matematika dengan menggunakan alat peraga. 

2. Saya termotivasi belajar matematika dengan alat peraga. 

3. Saya dapat menyelesaikan soal matematika dengan alat peraga. 

4. Alat peraga dapat meningkatkan kemampuan matematika. 

5. Saya lebih memahami materi matematika dengan bantuan  alat peraga. 

6. Alat peraga yang dijelaskan dosen Polinema menarik dan mudah dipahami. 

7. Semua topik dalam matematika sebaiknya menggunakan alat peraga. 

8. Saya suka matematika. 

9. Matematika adalah materi paling sulit 

10. Matematika adalah materi abstrak. 

 

Hasil angket ditunjukkan pada Tabel 2 berikut. 

Tabel 2. Skor Angket Mahasiswa Kelas 1A-KS 

Nomor  Urut Angket 

1 37 

2 36 

3 36 

4 36 

5 35 

6 35 

7 35 

8 34 

9 34 

10 34 

11 34 

12 34 

13 34 

14 33 

15 33 

16 33 

17 33 

18 32 

19 32 

20 31 

21 31 

22 30 
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23 30 

24 30 

25 30 

26 29 

27 29 

28 29 

29 29 

30 29 

31 26 
 

Sebaran angket ditunjukkan pada Tabel 3 berikut. 

No. Pernyataan Sangat 

Setuju 

Setuju Kurang 

Setuju 

Tidak Setuju 

1. Saya senang pembelajaran 

matematika dengan menggunakan 

alat peraga. 

25 6   

2. Saya termotivasi belajar matematika 

dengan alat peraga. 

15 15 1  

3. Saya dapat menyelesaikan soal 

matematika dengan alat peraga. 

12 18 1  

4. Alat peraga dapat meningkatkan 

kemampuan matematika. 

18 13   

5. Saya lebih memahami materi 

matematika dengan bantuan  alat 

peraga. 

18 13   

6. Alat peraga yang dijelaskan dosen 

Polinema menarik dan mudah 

dipahami. 

16 15   

7. Semua topik dalam matematika 

sebaiknya menggunakan alat peraga. 

9 17 5  

8. Saya suka matematika. 4 10 12 5 

9. Matematika adalah materi paling sulit 5 7 17 2 

10. Matematika adalah materi abstrak. 1 19 9 2 

 

Diagram lingkaran berikut menunjukkan hasil sebaran angket, 

    
 

       
 

3.1.3 Hasil Diskusi 

Sebagai bahan pengembangan kurikulum matematika di politeknik, pelaksana berdiskusi dengan 

dosen matematika, sekjur dan dosen Jurusan Teknik Sipil Politeknik Negeri Malang. Hasil diskusi diuraikan 

sebagai berikut. 

1. Pimpinan dan dosen Jurusan Teknik Sipil Politeknik Negeri Bandung memberikan apresiasi positif 

dengan adanya implementasi APE Matematika Terapan 

2. Pembelajaran matematika di Politeknik Negeri Bandung belum menggunakan alat peraga 

3. Banyak mahasiswa kesulitan dalam penyelesain matematika 
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4. Matematika diberikan di semester 1 alokasi waktu 4x50 menit, 2 SKS dengan topik Sistem Bilangan 

Real, Matriks, Determinan, Grafik dan Fungsi, Persamaan, Trigonometri, Geometri, Turunan, dan 

Integral. 

5. Hibah APE Matematika Terapan sangat bermanfaat dan akan digunakan untuk pembelajaran 

Geometri. 

3.2 Pembahasan 

Soal Geometri yang diberkan pada mahasiswa kelas 1A-KS Jurusan Teknik Sipil Politeknik Negeri 

Bandung ditunujukkan Gambar 3 sebagai berikut. 

Gambar berikut menunjukkan Pandangan Atas dan Pandangan Depan sebuah Konstruksi “Tenda”. Jika x = 

3,5 m, hitunglah luas Atap Tenda dan Isi Ruangan Tenda. 

 

Gambar 3. Tampak Atas dan Depan Konstruksi Tenda 

Masalah utama pada soal ini adalah menentukan Tinggi Segitiga dan Tinggi Trapesium, banyak 

mahasiswa mempunyai anggapan Tinggi Segitiga dan Trapesium tampak pada soal (Gambar 3). Padahal 

Gambar 3 ini Tampak Atas dan Depan, sehingga bidang Segitiga dan Trapesiumnya miring, diperlukan gambar 

atau bentuk Dimensi Tiga. Dengan menggunakan alat peraga berbahan Aklirik dapat dilihat dengan nyata 

Tinggi yang sebenarnya dari bidang Segitiga dan Trapesium dari Atap Tenda. Juga akan lebih mudah melihat 

bentuk volume atau isi ruangan konstrusi Tenda, Mitra Jagalan 1 mampu memproduksi alat peraga yang 

dibutuhkan untuk menyelesaikan masalah Geometri. Gambar 4 menunjukkan APE Matematika Terapan 

produksi mitra. 

 

Gambar 4. APE Matematika Produksi Mitra 

Berdasarkan Tabel 1 dapat dilihat skor rata-rata Pretes = 31 dan Postes = 80, ada perbedaan signifikan 

antara skor tanpa alat peraga (pretes) dan skor dengan menggunakan alat peraga (postes).  

Pembahasan Angket menggunakan skala Likert dengan konversi skor, pilihan Sangat Setuju = 4, 

Setuju = 3, Kurang Setuju = 2, dan Tidak Setuju = 1. Berdasarkan Tabel 2 diperoleh hasil sebagai berikut. 

Skor terendah  = 26 
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Skor tertinggi  = 37 

Skor Rata-rata = 32 

Skor Harapan  = 
1

2
(26 + 37) = 31,5 

Diperoleh skor rata-rata lebih besar dari skor harapan.  

Dengan demikian dapat diambil kesimpulan bahwa pembelajaran matematika dengan menggunakan alat 

peraga berlangsung dengan cukup baik. 

 Hasil penelitian menunjukkan dengan bantuan alat peraga dapat meningkatkan kemampuan 

mahasiswa Jurusan Teknik Sipil Politeknik Negeri Malang dan mahasiswa senang belajar Matematika [3]. 

Hasil penelitian Widjajanti [4] menunjukkan mahasiswa   lemah daya abstraksi, rendah Matematika Dasar, dan 

kurang terampil dalam komputasi.Alat peraga digunakan sebagai salah satu strategi mengajar yang membantu 

mahasiswa membayangkan permasalahan Geometri.  Menurut Infokemdikbud[5]; menyebutkan perbedaan 

model, strategi, dan metode adalah model pembelajaran merupakan bingkai atau bungkus pengaplikasian 

strategi, metode, dan teknik. Strategi adalah konsep rencana pembelajaran secara prosedural, sedangkan 

metode adalah cara yang dipergunakan mengimplementasikan rencana pembelajaran.  Hasil penelitian 

penerapan alat peraga tahun 2018 dipublikasikan pada Jurnal Internasional IOP Conference Series (Q3): 

Materials Science and Engineering dengan judul   Mathematics Teaching Aids to improve the students 

abstraction on Geometry in Civil Engineering of Politeknik Negeri Malang [6] dan proseding seminar 

Internasional The 7th Annual Basic Science International Conference (tahun 2017) dengan judul Problem 

Based Learning Application in Geometry to Improve the Abstraction Skill of Student at Civil Engineering of 

Politeknik Negeri Malang[7]. Tahun 2021 alat peraga Matematika Terapan memperoleh Hak Cipta dari 

Kementerian Hukum dan HAM dengan Sertifikat No. ECO00202132319. Tahun 2023 bekerja sama dengan 

mitra Jagalan 1 mengimplementasikan alat peraga Matematika Terapan di SMKN 6 Malang. Hasil penelitian 

menunjukkan “Pembelajaran matematika dengan alat peraga memudahkan guru menyampaikan materi dan 

siswa senang belajar matematika.” 

 

4. KESIMPULAN  

Kesimpulan kegiatan program Inovokasi diuraikan sebagai berikuit. 

Hasil sebaran angket pada Tabel 3 diuraikan sebagai berikut. 

1. Mahasiswa senang pembelajaran matematika dengan menggunakan alat peraga 

2. Mahasiswa termotivasi belajar matematika dengan alat peraga 

3. Alat peraga dapat meningkatkan kemampuan matematika 

4. Pembelajaran matematika dengan menggunakan APE berjalan cukup baik. 
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 Semiring (𝒮, +,⋅) dikatakan clear jika untuk setiap elemen tak nol 𝑠 ∈
𝒮, 𝑠 dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen unit dan 

suatu elemen unit reguler. Jika diberikan keluarga semiring clear  
{𝒮𝑖}𝑖∈ℕ, maka hasil kali kartesian dari keluarga semiring clear  {𝒮𝑖}𝑖∈ℕ,  

juga merupakan semiring clear terhadap operasi penjumlahan dan 

perkalian pointwise. Sifat yang lain adalah setiap homomorfisma 

semiring 𝑔 dari 𝒮1 ke 𝒮2 di mana 𝒮1 semiring clear, maka image dari 

𝑔 juga merupakan semiring clear. Pada artikel ini juga diberikan syarat 

perlu dan syarat cukup suatu elemen pada semiring dikatakan clear. 
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Semiring 
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1. PENDAHULUAN  

Himpunan tak kosong ℛ yang dilengkapi dengan operasi biner penjumlahan “+” dan operasi biner 

perkalian “⋅”, yang dinotasikan dengan (ℛ, +,⋅), disebut ring jika (ℛ, +) adalah grup komutatif, (ℛ,⋅) adalah  

semigrup, serta operasi “+” dan “⋅” memenuhi hukum distributif kiri dan kanan pada ℛ [1]. Pada tahun 1934, 

H.S. Vandiver menemukan struktur aljabar semiring [2]. Semiring merupakan bentuk generalisasi dari ring. 

Himpunan tak kosong 𝒮 yang dilengkapi dengan operasi biner penjumlahan “+” dan operasi biner perkalian 

“⋅”, yang dinotasikan dengan (𝒮, +,⋅), disebut semiring jika (𝒮, +) adalah monoid komutatif, struktur (𝒮,⋅) 

adalah  monoid, operasi “+” dan “⋅” memenuhi hukum distributif kiri dan kanan pada 𝒮, serta berlaku hukum 

penyerapan, yaitu 0 ⋅ 𝑠 = 𝑠 ⋅ 0 = 0 untuk setiap 𝑠 ∈ 𝒮 [3].  

Pada tahun 1977, Nicholson [4] memperkenalkan salah satu jenis ring khusus, yaitu ring bersih. Ring 

(ℛ, +,⋅) disebut ring bersih jika setiap elemen di ℛ dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen 

idempoten dan suatu elemen unit di ℛ. Kemudian, pada tahun 2021, Zabavsky [5] mendefinisikan jenis ring 

khusus lainnya, yaitu ring clear. Ring (ℛ, +,⋅) disebut ring clear jika setiap elemen di ℛ dapat dinyatakan 

sebagai jumlahan dari suatu elemen unit reguler dan suatu elemen unit di ℛ. Selanjutnya, pada tahun 2023, Kar 

dan Das [6] memperumum ring bersih menjadi semiring bersih. Semiring (𝒮, +,⋅) disebut semiring bersih jika 

setiap elemen tak nol di 𝒮 dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen idempoten dan suatu elemen 

unit di 𝒮. 

Pada artikel ini, dipaparkan mengenai perumuman ring clear, yaitu semiring clear dan beberapa 

sifat-sifatnya. 
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2. METODE PENELITIAN  

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka mengenai ring clear dan  

semiring bersih dari berbagai buku dan artikel ilmiah. 

Berikut beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan topik yang dibahas pada artikel ini. Namun, sebelum 

didefinisikan mengenai ring clear, terlebih dahulu diberikan definisi elemen unit dan elemet unit reguler pada 

suatu ring. 

Definisi 1 [1] Diberikan ring (ℛ, +,⋅) dengan elemen satuan 1ℛ. Elemen 𝑢 ∈ ℛ disebut elemen unit jika 

terdapat 𝑠 ∈ ℛ sedemikian sehingga 𝑢𝑠 = 𝑠𝑢 = 1ℛ .  

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit pada ℛ dinotasikan dengan 𝑈(ℛ). 

Definisi 2 [7] Diberikan ring (ℛ, +,⋅) dengan elemen satuan 1ℛ. Elemen 𝑣 ∈ ℛ disebut elemen unit reguler 

jika terdapat 𝑢 ∈ 𝑈(ℛ) sedemikian sehingga 𝑣 = 𝑣𝑢𝑣. 

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit reguler pada ℛ dinotasikan dengan 𝑈𝑟𝑒𝑔(ℛ).  

Terdapat jenis ring khusus yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen unit 

dan suatu elemen unit reguler, yaitu ring clear. 

Definisi 3 [5] Diberikan ring (ℛ, +,⋅) dengan elemen satuan 1ℛ  . Ring ℛ dikatakan clear jika untuk setiap 

elemen 𝑟 ∈ ℛ dapat dinyatakan sebagai 𝑟 = 𝑢 + 𝑣, di mana 𝑢 ∈ 𝑈(ℛ) dan 𝑣 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(ℛ). 

Proposisi 1 [5] Setiap image homomorfisma dari ring clear adalah clear. 

Proposisi 2 [5] Hasil kali kartesian dari ring clear adalah clear. 

Lemma 1 [5] Elemen 𝑟 ∈ ℛ clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit 𝑢 sedemikian sehingga 𝑢𝑟 dan 𝑟𝑢 

adalah elemen bersih. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini, dijelaskan hasil-hasil penelitian dan diskusi yang menyeluruh terkait bidang semiring clear.  

3.1.  Semiring Clear  

Sebelum didefinisikan mengenai semiring clear, terlebih dahulu diberikan definisi elemen-elemen khusus pada 

suatu semiring, di antaranya elemen idempoten, elemen unit, dan elemet unit reguler pada suatu ring. 

Definisi 4. [6] Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Elemen 𝑖 ∈ 𝒮 disebut elemen idempoten jika 𝑖 = 𝑖2. 

Selanjutnya, himpunan semua elemen idempoten pada 𝒮 dinotasikan dengan 𝐼𝑑(𝒮). 

Contoh 1 

1. Diberikan semiring (ℤ0
+, +,⋅). Elemen-elemen idempoten pada ℤ0

+, yaitu 0 dan 1, sebab 0 = 02 dan 

1 = 12. 

2. Elemen-elemen idempoten pada semiring (ℤ6, +6,⋅6), yaitu 0, 1, 3, 4, sebab 0
2

= 0, 1
2

= 1, 3
2

= 9 =

3, dan 4
2

= 16 = 4. 

 

Definisi 5. [3] Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Elemen 𝑢 ∈ 𝒮 disebut elemen unit jika terdapat 𝑠 ∈ ℛ sedemikian 

sehingga 𝑢𝑠 = 𝑠𝑢 = 1𝒮.  

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit pada 𝒮 dinotasikan dengan 𝑈(𝒮). 

Contoh 2 

1. Diberikan semiring (ℤ0
+, +,⋅). Elemen unit pada ℤ0

+ hanyalah 1, sebab 1 ⋅ 1 = 1. 

2. Diberikan semiring (ℝmax ,⊕,⊗). Elemen unit pada ℝmax adalah semua elemen 𝑟 ∈ ℝmax ∖ {−∞}, 

sebab untuk setiap 𝑟 ∈ ℝmax ∖ {−∞} dapat ditemukan −𝑟 ∈ ℝmax ∖ {−∞}sedemikian sehingga 𝑟 ⊗
(−𝑟) = 0 = −𝑟 ⊗ 𝑟. 

3. Setiap elemen tak nol pada semi-field (𝒮, + ⋅) adalah unit. 
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Definisi 6. [8] Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Elemen 𝑣 ∈ 𝒮 disebut elemen unit reguler jika terdapat 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) 

sedemikian sehingga 𝑣 = 𝑣𝑢𝑣. 

Selanjutnya, himpunan semua elemen unit reguler pada 𝒮 dinotasikan dengan 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮).  

Contoh 3 

1. Setiap semiring (𝒮, +,⋅) dengan elemen satuan 1𝒮 selalu mempunyai elemen unit reguler trivial, yaitu 

𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮) = {0𝒮 , 1𝒮}, sebab 0𝒮 = 0𝒮 ⋅ 𝑢 ⋅ 0𝒮  dan 1𝒮 = 1𝒮 ⋅ 1𝒮 ⋅ 1𝒮  untuk suatu 𝑢, 1𝒮 ∈ 𝑈(𝒮). 

2. Setiap elemen idempoten pada 𝒮 merupakan elemen unit reguler pada 𝒮, sebab untuk setiap 𝑖 ∈ 𝐼𝑑(𝒮), 

𝑖 dapat dinyatakan sebagai 𝑖 ⋅ 1𝒮 ⋅ 𝑖 = 𝑖2 = 𝑖 untuk suatu 1𝒮 ∈ 𝑈(𝒮). 
3. Setiap elemen unit pada 𝒮 merupakan elemen unit reguler pada 𝒮, sebab untuk setiap 𝑝 ∈ 𝑈(𝒮) dapat 

ditemukan 𝑞 ∈ 𝑈(𝒮) sedemikian sehingga 𝑝 ⋅ 𝑞 = 1𝒮 dan 𝑝 ⋅ 𝑞 ⋅ 𝑝 = 1𝒮 ⋅ 𝑝 = 𝑝. 

Terdapat jenis semiring khusus yang setiap elemennya dapat dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen 

unit dan suatu elemen unit reguler, yaitu semiring clear. 

Definisi 7. Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Semiring 𝒮 dikatakan clear jika untuk setiap elemen tak nol 𝑟 ∈ 𝒮 

dapat dinyatakan sebagai 𝑟 = 𝑢 + 𝑣, di mana 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) dan 𝑣 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮). 

Contoh 4. Semiring (ℚ0
+, +,⋅) adalah semiring clear sebab untuk setiap elemen tak nol 𝑞 ∈ ℚ0

+ dapat 

dinyatakan sebagai 𝑞 = 0 + 𝑞 dengan 0 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(ℚ0
+) dan 𝑞 ∈ 𝑈(ℚ0

+).  

Remark 1.  

1. Semiring clear merupakan perumuman dari ring clear. 

2. Setiap semi-field merupakan semiring clear. 

3. Subsemiring dari semiring clear, belum tentu clear. 

 

3.2.  Sifat-Sifat pada Semiring Clear 

Lemma 2. Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Elemen 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮)  jika dan hanya jika 𝑠 dapat dinyatakan sebagai 

hasil kali dari suatu elemen idempoten dan suatu elemen unit di 𝒮. 

Bukti: 

Diketahui semiring (𝒮, +,⋅). 

 Diketahui 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔 (𝒮). Ditunjukkan bahwa 𝑠  dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen 

idempoten dan suatu elemen unit di 𝒮. 

Diambil sebarang 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔 (𝒮), artinya 𝑠 = 𝑠𝑎𝑠 dengan 𝑎 ∈ 𝑈(𝒮). Pandang 𝑒 = 𝑠𝑎, diperoleh  

𝑒2 = (𝑠𝑎)(𝑠𝑎) = (𝑠𝑎𝑠)𝑎 = 𝑠𝑎 = 𝑒. 

Akibatnya, 𝑒 = 𝑠𝑎 ∈ 𝐼𝑑(𝒮). Selanjutnya, pandang 𝑢 = 𝑎−1 ∈ 𝑈(𝒮), diperoleh  

𝑠 = 𝑠(𝑎𝑎−1) = (𝑠𝑎)𝑎−1 = 𝑒𝑢. 

Terbukti bahwa setiap elemen unit reguler di 𝒮 dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen 

idempoten dan suatu elemen unit di 𝒮. 

 Diketahui 𝑠 ∈ 𝒮  dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen idempoten dan suatu elemen 

unit di 𝒮. Ditunjukkan bahwa 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮). 

Diambil sebarang 𝑠 = 𝑒𝑢 ∈ 𝒮 dengan 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝒮) dan 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮). Ditunjukkan ada 𝑣 ∈ 𝑈(𝒮) 

sedemikian sehingga 𝑠 = 𝑠𝑣𝑠. Pandang 𝑣 = 𝑢−1. Diperhatikan bahwa: 

𝑠𝑣𝑠 = 𝑠𝑢−1𝑠 = (𝑒𝑢)𝑢−1(𝑒𝑢) = 𝑒𝑢 = 𝑠. 
Terbukti bahwa 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮). 

Jadi, terbukti bahwa elemen 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮)  jika dan hanya jika 𝑠 dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu 

elemen idempoten dan suatu elemen unit di 𝒮.                     ∎  
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Proposisi 3 Diberikan semiring (𝒮1, +1,⋅1) dan (𝒮2, +2,⋅2), serta homomorfisma semiring 𝛿: 𝒮1 → 𝒮2. Jika 

(𝒮1, +1,⋅1) merupakan semiring clear, maka image dari 𝛿 juga merupakan semiring clear. 

Bukti:  

Diberikan semiring clear (𝒮1, +1,⋅1) dan semiring (𝒮2, +2,⋅2) , serta homomorfisma semiring 𝛿: 𝒮1 → 𝒮2. Akan 

dibuktikan bahwa Im(𝛿) adalah semiring clear. Diambil sebarang 𝑠 ∈ Im(δ) ∖ {0𝒮2
}, artinya 𝑠 dapat 

dinyatakan sebagai 𝑠 = 𝛿(𝑎), untuk suatu 𝑎 ∈ 𝒮1 ∖ {0𝒮1
}. Oleh karena 𝒮1 adalah semiring clear, ini berarti 𝑎 =

𝑢 + 𝑣, di mana 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮1) dan 𝑣 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮1). Dimisalkan 𝑣 = 𝑒 ⋅ 𝑝 di mana 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝒮1) dan 𝑝 ∈ 𝑈(𝒮1). 

Diperhatikan bahwa 

𝛿(𝑎) = 𝛿(𝑢 + 𝑣) = 𝛿(𝑢 + 𝑒 ⋅ 𝑝) = 𝛿(𝑢) + 𝛿(𝑒) ⋅ 𝛿(𝑝). 

Oleh karena 𝑢, 𝑝 ∈ 𝑈(𝒮1), maka 𝛿(𝑢), 𝛿(𝑝) ∈ 𝑈(Im(𝛿)) dan 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝒮1), maka 𝛿(𝑒) ∈ 𝐼𝑑(Im(𝛿)). 

Selanjutnya, berdasarkan lemma 2, diperoleh 𝛿(𝑒) ⋅ 𝛿(𝑝) ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔 (Im(𝛿)). Dengan kata lain, 𝛿(𝑎) dapat 

dinyatakan sebagai jumlahan dari suatu elemen unit dan suatu elemen unit reguler di 𝒮2. Jadi, terbukti bahwa 

image homomorfisma dari suatu semiring clear juga merupakan semiring clear.                 ∎  

 

Proposisi 4 Diberikan keluarga semiring {𝒮𝑖}𝑖∈ℕ. Hasil kali kartesian dari keluarga semiring clear  {𝒮𝑖}𝑖∈ℕ 

merupakan semiring clear terhadap operasi penjumlahan dan perkalian pointwise jika dan hanya jika setiap 𝒮𝑖 

merupakan semiring clear. 

Bukti: 

Diberikan keluarga semiring {𝒮𝑖}𝑖∈ℕ. 

 Diberikan semiring clear 𝒮 = ∏ 𝒮𝑖𝑖∈ℕ . Akan dibuktikan setiap 𝒮𝑖 merupakan semiring clear. 

Dibentuk suatu fungsi  

𝛿𝑖: ∏ 𝒮𝑖

𝑖∈ℕ

 ⟶ 𝒮𝑖  

 (𝑠1, 𝑠2, … ) ⟼ 𝑠𝑖 , untuk setiap (𝑠1, 𝑠2, … ) ∈ ∏ 𝒮𝑖𝑖∈ℕ   . 

Jelas bahwa 𝛿𝑖 adalah epimorfisma. Berdasarkan proposisi 3, terbukti bahwa setiap 𝒮𝑖 merupakan 

semiring clear. 

 Diberikan semiring clear 𝒮𝑖, 𝑖 ∈ ℕ. Akan dibuktikan bahwa 𝒮 = ∏ 𝒮𝑖𝑖∈ℕ  merupakan semiring clear. 

Diambil sebarang elemen (𝑠1, 𝑠2, … ) ∈ 𝒮 di mana 𝑠𝑖 ≠ 0𝒮𝑖
 untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ. Oleh karena semiring 

clear 𝒮𝑖 , 𝑖 ∈ ℕ, artinya untuk setiap elemen tak nol 𝑠𝑖 ∈ 𝒮𝑖 dapat dinyatakan sebagai 𝑠𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑣𝑖, di 

mana 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝒮𝑖) dan 𝑣𝑖 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮𝑖). Akibatnya,  

(𝑠1, 𝑠2, … ) = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, … ) = (𝑢1, 𝑢2, … ) + (𝑣1, 𝑣2, … ). 

Jadi, terbukti bahwa 𝒮 = ∏ 𝒮𝑖𝑖∈ℕ  merupakan semiring clear.                 ∎ 

 

Proposisi  5 Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Elemen 𝑠 ∈ 𝒮 clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit 𝑢 

sedemikian sehingga 𝑢𝑠 dan 𝑠𝑢 adalah elemen bersih. 

Bukti. 

Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). 

 Diketahui elemen clear 𝑠 ∈ 𝒮. Ditunjukkan bahwa terdapat 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) sehingga 𝑢𝑠 dan 𝑠𝑢 adalah 

elemen bersih. 

Oleh karena elemen clear 𝑠 ∈ 𝒮, artinya  

 𝑠 = 𝑎 + 𝑏 … (∗) 

di mana 𝑎 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮) dan 𝑏 ∈ 𝑈(𝒮). Dari 𝑎 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮), artinya ada 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) sehingga 𝑎 = 𝑎𝑢𝑎. 

Selanjutnya, dengan mengalikan 𝑢 pada persamaan (∗) didapatkan  

𝑢𝑠 = 𝑢(𝑎 + 𝑏) = 𝑢𝑎 + 𝑢𝑏, 
serta (𝑢𝑎)2 = (𝑢𝑎)(𝑢𝑎) = 𝑢(𝑎𝑢𝑎) = 𝑢𝑎 dan 𝑢𝑏 ∈ 𝑈(𝒮). Diperoleh 𝑢𝑠 adalah elemen bersih. 

Kemudian, dengan cara yang sama, didapatkan 𝑠𝑢 juga elemen bersih. 
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 Diketahui terdapat 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) sehingga 𝑢𝑠 dan 𝑠𝑢 adalah elemen bersih. Ditunjukkan bahwa 𝑠 ∈ 𝒮 

adalah elemen clear. 

Dari yang diketahui, terdapat 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) sehingga 𝑢𝑠 dan 𝑠𝑢 adalah elemen bersih. Pandang 

𝑢𝑠 = 𝑒 + 𝑣 … (∗∗) 

di mana 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝒮) dan 𝑣 ∈ 𝑈(𝒮). Dengan mengalikan 𝑢−1 pada persamaan (∗∗) diperoleh  

𝑠 = 𝑢−1𝑒 + 𝑢−1𝑣. 
Oleh karena (𝑢−1𝑒)𝑢(𝑢−1𝑒) = 𝑢−1𝑒, artinya 𝑢−1𝑒 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮). Lebih lanjut, 𝑢−1𝑒 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮) dan 

𝑢−1𝑣 ∈ 𝑈(𝒮). Akibatnya 𝑠 ∈ 𝒮 adalah elemen clear. Bukti analog untuk 𝑠𝑢. 

Jadi, terbukti bahwa elemen 𝑠 ∈ 𝒮 clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit 𝑢 sedemikian sehingga 𝑢𝑠 

dan 𝑠𝑢 adalah elemen bersih.                      ∎ 

 

4. KESIMPULAN  

Diberikan semiring (𝒮, +,⋅). Semiring 𝒮 dikatakan clear jika untuk setiap elemen tak nol 𝑟 ∈ 𝒮 dapat 

dinyatakan sebagai 𝑟 = 𝑢 + 𝑣, di mana 𝑢 ∈ 𝑈(𝒮) dan 𝑣 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮). Beberapa sifat-sifat dari semiring clear di 

antaranya adalah 

1. Elemen 𝑠 ∈ 𝑈𝑟𝑒𝑔(𝒮)  jika dan hanya jika 𝑠 dapat dinyatakan sebagai hasil kali dari suatu elemen 

idempoten dan suatu elemen unit di 𝒮.  

2. Diberikan semiring (𝒮1, +1,⋅1) dan (𝒮2, +2,⋅2), serta homomorfisma semiring 𝛿: 𝒮1 → 𝒮2. Jika 

(𝒮1, +1,⋅1) merupakan semiring clear, maka image dari 𝛿 juga merupakan semiring clear.  

3. Diberikan keluarga semiring {𝒮𝑖}𝑖∈ℕ. Hasil kali kartesian dari keluarga semiring clear {𝒮𝑖}𝑖∈ℕ 

merupakan semiring clear terhadap operasi penjumlahan dan perkalian pointwise jika dan hanya jika 

setiap 𝒮𝑖 merupakan semiring clear. 

4. Elemen 𝑠 ∈ 𝒮 clear jika dan hanya jika terdapat elemen unit 𝑢 sedemikian sehingga 𝑢𝑠 dan 𝑠𝑢 adalah 

elemen bersih. 

 

5. UCAPAN TERIMAKASIH 

Pada bagian ini, Penulis menyampaikan banyak terima kasih kepada semua pihak yang telah 

membantu dalam penyusunan artikel ini. Terima kasih kepada Dr. Nikken Prima Puspita, M.Sc. selaku dosen 

pembimbing dan teman-teman, terkhusus anggota di Tim Aljabar dan Kombinatorik Undip, yang telah 

memberikan bimbingan, saran, dan dukungan yang sangat berharga. Tak lupa juga, penulis ingin mengucapkan 

terima kasih kepada keluarga yang selalu memberikan do’a, semangat, dan motivasi. Tanpa bantuan dan 

dukungan dari semua pihak, penyusunan artikel ini tidak akan dapat terlaksana dengan baik. 

 

DAFTAR PUSTAKA 

[1] S. Wahyuni, I. E. Wijayanti, D. A. Yuwaningsih, and A. D. Hartanto, Teori Ring dan Modul. Yogyakarta, 

Indonesia: Gadjah Mada Univ. Press, 2016. 

[2] H. S. Vandiver, "Note on a simple type of algebra in which the cancellation law of addition does not hold," 

Vorlesungen Über Zahlen Und Funktionenlehre, vol. 1, no. 1, pp. 4–30, 1934. 

[3] J. S. Golan, Semirings and Their Applications. Dordrecht, Netherlands: Springer, 1999. Available: 

https://doi.org/10.1007/978-94-015-9333-5 

[4] W. K. Nicholson, "Lifting idempotents and exchange rings," Trans. Amer. Math. Soc., vol. 229, pp. 269–

278, 1977. Available: https://doi.org/10.1090/S0002-9947-1977-0439876-2  

[5] B. V. Zabavsky, O. V. Domsha, and O. M. Romaniv, "Clear rings and clear elements," Mat. Stud., vol. 55, 

pp. 3–9, 2021. 

[6] S. Kar and D. Das, “Clean semiring”, Beitr. Algebra Geom., vol. 64, pp. 197–207, 2023. Available: 

https://doi.org/10.1007/s13366-022-00628-0  

[7] G. Ehrlich, "Unit regular rings," Portugal. Math., vol. 27, pp. 209–212, 1968. 

[8] P. Ara, "Strongly π-regular rings have stable range one," Proc. Amer. Math. Soc., vol. 124, no. 11, 1996. 

52 

https://doi.org/10.1007/978-94-015-9333-5
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-1977-0439876-2
https://doi.org/10.1007/s13366-022-00628-0

